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Lo studente svolga i seguenti esercizi. Ogni risposta deve essere adeguatamente mo-
tivata. Si terra conto non solo della correttezza dei risultati, ma anche della completezza e
chiarezza delle spiegazioni.

ATTENZIONE. [l testo & composto da due pagine (la seconda pagina & sul retro di questo foglio).

Esercizio 1. Siano A, B e C' i tre intervalli della retta reale definiti ponendo A := [—1,1],
B:=(-2,2) e C:=[-3,3], e sia P(C) 'insieme delle parti di C. Indichiamo con ¢ il seguente
sottoinsieme di P(C):

E={XePO)ANX =0}u{X eP(C)|BCX}.
(1a) Si dimostri che £ ¢ una topologia su C' che non soddisfa la condizione di Hausdorftf.

(1b) Si dica se (C, &) ¢ uno spazio topologico compatto e/o connesso.

(1c) Sia R la relazione di equivalenza su C' definita ponendo:
xRy se e soltanto se x = y oppure z # y e {z,y} C B.

Indichiamo con €'/ lo spazio topologico quoziente di (C, §) modulo Recon 7 : C — C/q
la proiezione naturale al quoziente. Si dimostri che 7 é una applicazione chiusa.

(1d) Sia (C x C,n) la topologia prodotto di (C,&) con se stesso. Si calcoli la chiusura e la
parte interna del sottoinsieme A x B di (C' x C,n).

(le) Si dica se esiste una topologia su C' avente £ come famiglia dei suoi chiusi.

SOLUZIONE (1a) e (1e). £ contiene () e C' in quanto AN =0 e B C C. Sia {X;};c; una
famiglia di elementi di £ con I # (). Esiste allora un sottoinsieme J di I tale che ANX; = () per
ogniz € J e B C X; per ognii € I\ J. Evidentemente, vale: (;c; Xi = (;c; Xi N[ N;ep s Xi €
Uier Xi = Uics Xi UlUiep g Xis dove Mgy Xi = C e Uiy X = 0. E anche evidente che:

e Se J =0, allora B C X, per ogni i € I; dunque B C )
che (N, Xi €& e U, Xi €6

e Se J =1, allora AN X; = 0 per ogni i € I; dunque, AN,.; X; = ;e ;,(ANX;) =0 e
ANUier Xi = Uie (AN X;) = 0, da cui segue che (., X; € { e U, Xi €&

Xie B CJ;c; X, da cui segue

el

o Se ) # J# I allora ANN,.;X; =0 e B C Uep, Xis dacui AN, Xs = 0 e
B C U;e; Xi- Segue che [,.; X; € £ e U, Xi € € anche in questo caso.
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Abbiamo cosi dimostrato che £ contiene () e C, ed ¢ stabile per intersezioni ed unione arbitrarie.
Dunque ¢ ¢é sia una topologia su C' che la famiglia dei chiusi della topologia & su C definita
ponendo ¢ := {X € P(C)|C\ X € &}.

Per verificare che £ non ¢ di Hausdorff, é sufficiente osservare che ogni intorno aperto U
di —1 in (C,¢) interseca A ed anche ogni intorno aperto V di 1 in (C,§) interseca A; quindi,
essendo degli aperti in &, U e V devono entrambi contenere B. Segue che ) 2 BC UNV e
quindi ¢ non ¢ di Hausdorff.

(1b) Osserviamo che B € ¢ in quanto B C B, e {p} € £ per ogni p € C'\ B in quanto
AN{p} = 0. Segue che la partizione di C' costituita da B e dai singoletti {p} con p € C'\ B
¢ un ricoprimento aperto (infinito) di C' dal quale non si puo estrarre alcun sottoricoprimento
proprio (e quindi finito). Cido dimostra che (C,&) non é compatto.

Poiché B € £ ed anche C'\ B € £ (in quanto AN (C'\ B) = A\ B = ()), abbiamo che B ¢
un sottoinsieme nonvuoto proprio aperto e chiuso di (C,§). Dunque (C, &) non é connesso.

(1c) Osserviamo che [pjrx = B se p € B, e [p]x = {p} se p € C'\ B. Segue che m(B) e
{m(p)} con p € C'\ B sono tutti e soli i singoletti di C'/R. Ricordiamo anche che B € £ (in
quanto B C B) e {p} € £ se p € C'\ B (in quanto A N {p} = 0). Poiché 7~ }(r(B)) = B € ¢
e 1 (n(p)) = {p} € & per ogni p € C'\ B, segue che tutti i singoletti di C'//R sono aperti.
Dunque C'/R & uno spazio topologico discreto e quindi 7 & chiusa (infatti ogni applicazione a
valori in uno spazio topologico discreto é chiusa).

(1d) Sia p € A e sia U un suo intorno aperto in (C,&). Poiche p e ANU £ Qe U €&, si ha
che B C UequindiU ¢ A. Segue che int¢(A) = ). Osserviamo ora che AN(C'\ A) = (), dunque
C'\ A € £ e quindi A é un chiuso di . Abbiamo gia verificato che B ¢ sia aperto che chiuso in &.
Segue che A x B é chiuso in 77 in quanto prodotto cartesiano di chiusi in £, dunque A x B coincide
con la sua chiusura in (C' x C,n). Infine si ha: int, (A x B) = int¢(A) X intg(B) =0 x B=10. u

Esercizio 2. Si risponda ai seguenti quesiti.

(2a) Sia S? la sfera standard di R® dotata della topologia euclidea, e sia Y una superficie
topologica, ovvero uno spazio topologico connesso, di Hausdorff, localmente euclideo, a
base numerabile e di dimensione 2. Sia ancora f : S* — Y una applicazione continua
che abbia almeno due fibre vuote, ovvero f~!(p) = f~!(¢) = 0 per qualche p,q € Y con
p # q. Si dimostri che f non é una applicazione aperta.

(2b) Sia X uno spazio topologico, siano A e B due sottoinsiemi connessi di X e sia A la
chiusura di A in X. Si dimostri che, se AN B # (), allora anche AU B ¢ un sottoinsieme
connesso di X.

SOLUZIONE (2a) Osserviamo che S? ¢ compatta e quindi anche f(S?) lo & in Y. Essendo
Y di Hausdorff, segue che f(S?) ¢ anche chiuso in Y. Ora se f fosse aperta allora f(S?) sarebbe
un sottoinsieme nonvuoto aperto e chiuso dello spazio topologico connesso Y. Seguirebbe che
f(S?) =Y. Tl che ¢ impossibile in quanto per ipotesi f(S?) C Y \ {p,¢}. Abbiamo cosi provato
che f non é aperta.

(2b) Poniamo Y := AU B e dotiamo Y della topologia relativa indotta da X. Sia p un
punto di A e sia C' la componente connessa di p in Y. Poiché A ¢ un sottoinsieme connesso di
Y contenente p, si ha che A C C. Essendo C' un chiuso di Y, anche la chiusura A A Ay

& contenuta in C. Poiché A’ =Y N A, si ha che
BNC>S>BNA =BN(YNA) =(BNY)NA=BnA#0.

Segue che BN C # (). Grazie a quest’ultima proprieta ed al fatto che C e B sono connessi in
Y, segue che anche C'U B ¢é connesso in Y. Poiché p € C'U B e C ¢ la componente connessa
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di pin Y, segue che C' U B C C, ovvero B C C. In conclusione C' contiene sia A che B, e
quindi coincide con tutto Y. Cio prova che Y ha una sola componente connessa C', ovvero Y é
CONnesso. m

Esercizio 3. Si consideri lo spazio topologico X ottenuto da un sottospazio di R? mediante le
identificazioni descritte in figura.

P a P
QO

bl\ "a
R.

P a P

(3a) Si calcoli il gruppo fondamentale di X e il suo abelianizzato.

(3b) Siano @ e R punti di X, e sia Y lo spazio topologico ottenuto identificando i punti @ e
R di X. Si calcoli il gruppo fondamentale di Y.

SOLUZIONE (3a) Il primo metodo usa il Teorema di Seifert-Van Kampen, scegliendo,
ad esempio, U; = X \ {a,b} e Uy un aperto di R* omeomeorfo a un disco contenuto nel
quadrato aperto e contenente i due "buchi" di X. Sia x¢o € U; N U,. L’aperto U; si retrae
con deformazione su un bouquet di due circonferenze, mentre U, si retrae con deformazione sul
bordo del quadrato, che fatte le identificazioni dei lati a,b ¢ omeomorfo ancora a S' v S, Si
ha dunque

W(Ulvxo) = <% 0 ’ ®>? W(U%xU) = <@>5 ‘ ®>
con « e (3 corrispondenti ad a e b (usando la retrazione e il cammino da xy a P), mentre v e ¢
corrispondono, tramite la retrazione, alle due circonferenze bordo (orientato) dei due "buchi".
L’intersezione U; N Uy é omotopicamente equivalente a una circonferenza, con 7(Uy NUs, x) =
(e | ®). Dunque w(X,xo) ha quattro generatori e una relazione, della forma i,(€) = v =
is.(€) = ®B (tutti i generatori sono orientati in senso orario):

(X, x0) = (a, 5,7,6 | 7(52@3@ ~ (a,B,7,0 | v=a’B67") ~{a, 3,0 | 0) =~ Z x Z + 7.

Il secondo metodo, piu veloce, usa una retrazione con deformazione, a partire da un nuovo

cammino ¢ che congiunge due vertici opposti del quadrato separando i due "buchi". Lo spazio X
si retrae sui lati di due "triangoli" con i lati da identificare come in X. Dunque X ~ S*v Sty S!
e si conclude come prima.

L’abelianizzato di w(X, zg) €
Ab(m(X,x0)) = Ab({a, 3,6 | 0)) ~Z x Z x Z = 7.
SOLUZIONE (3b) Basta osservare che identificare @ e R in X equivale, omotopicamente,

a considerare lo spazio X unito a un punto a una copia di S. Ne segue facilmente, cambiando
opportunamente punto base, che

7(Yiao) = (@, 8,0, | 0) ~ Z+ L+ L+ L.
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Esercizio 4. Si consideri la funzione f definita come somma della serie di potenze

(4a) Si determini il raggio di convergenza della serie di potenze e si calcoli f/(z).

(4b) Si calcoli, mediante il Teorema dei residui, I'integrale improprio
< x+1
d
/oo o ra
SOLUZIONE (4a) Per il Teorema di Hadamard, il raggio di convergenza é R = 1/I, con

/1 1
[ = limsup /|a,| = limsup ¢ = limsup — = 1.
n%oop ’ ’ n%oop 2n+1 n%oop \n/ 2n+1

Dunque la serie, e anche la serie derivata, ha raggio di convergenza R = 1. Si puo dunque
derivare termine a termine (Abel) e ottenere

o0

f’(z):1—z2+z4—zﬁ+---:Z(—22)”:1_

n=0

I
(—22) 1422

SOLUZIONE (4b) Si consideri la funzione f(z) = (z + 1)/(z* + 4), olomorfa su C \
{21, 29, 23, 24}, dove i poli 21, 2z, 23, 24 di f sono le radici complesse di 2% + 4 = 0, cioé £1 4 4.

I poli (semplici) z; = 1+ i e 25 = —1 + i stanno nel semipiano superiore. Inoltre vale la
maggiorazione
|2+ 1 1 |z+1 1 22 12
PO S I s R U S Y

Tl A S B 4T S I 4R P1- 4R

per |z| > R > 2 (si ¢ usata a denominatore la stima |1 + 4274 > 1 —4]z|™* > 1 — 4R~ che
vale se |z| > R > 2). Si pud dunque applicare il Teorema dei residui e ottenere

/Oo vt dz = 2mi(Res114(f) + Res_114(f))-

o Tt 44
Si ha
_ 21+ 1 2+ 2+
Resii(f) = zh—>nzll FE)(z=2) = (21 — 29)(21 — 23)(21 — 24) T 2.2 (2 + 2d) N 8(—1+1)
Soll) = ) e = e = e — ) (2 (2520 (2) (L +0)

Dunque

® a1 . (24 i R
/_OO g +4dx = 2mi(Resy i (f)+Res_1.:(f)) = 2mi (8(—1 5 + 5 —i—z)) — i (__) _T
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