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1 Serie di potenze

1.1 Convergenza di successioni di funzioniSia Ω ⊆ C e sia {fn(z)}, con fn : Ω → C, una successione di funzioni. Dalledisuguaglianze
max{|<eα|, |=mα|} ≤ |α| ≤ |<eα|+ |=mα| (∀α ∈ C)

segue immediatamente che fn(z) → f (z) (cioè |fn(z) − f (z)| → 0) se e solo se
<e (fn(z)) → <e (f (z)) e =m (fn(z)) → =m (f (z)). Se questo avviene per ogni z ∈ Ω,si dice che {fn(z)} converge puntualmente a f in Ω.Se supz∈Ω |fn(z) − f (z)| → 0, si dice che {fn(z)} converge uniformemente a f inΩ. In particolare, {fn(z)} converge puntualmente a f in Ω.
1.2 Convergenza di serie di funzioniSia ∑+∞

n=0 fn(z), con fn : Ω → C, una serie di funzioni. Se per ogni z ∈ Ω lasuccessione delle somme parziali sn(z) = ∑n
k=0 fk (z) converge puntualmente a f (z)in Ω, si dice che la serie converge puntualmente a f in Ω.Se la serie (a termini reali non negativi) ∑+∞

n=0 |fn(z)| è convergente per ogni
z ∈ Ω, si dice che la serie converge assolutamente in Ω. In particolare, la serieconverge puntualmente in Ω: infatti, per il criterio del confronto (con ∑+∞

n=0 |fn(z)|),le serie reali +∞∑
n=0 |<e fn(z)| e +∞∑

n=0 |=m fn(z)|
sono convergenti, e quindi anche le serie ∑+∞

n=0<e fn(z) e ∑+∞
n=0=m fn(z) convergono,e sn(z) converge.Se la successione delle somme parziali sn(z) = ∑n

k=0 fk (z) converge uniforme-mente a f in Ω, si dice che la serie converge uniformemente a f in Ω. In particolare,la serie converge puntualmente a f in Ω.
Teorema 1 (M-test di Weierstrass). Siano Mn numeri reali tali che |fn(z)| ≤ Mn
per ogni z ∈ Ω. Se la serie

∑+∞
n=0Mn converge, allora la serie

∑+∞
n=0 fn(z) converge

assolutamente e uniformemente in Ω.

Dimostrazione. Per il criterio del confronto, la serie ∑+∞
n=0 fn(z) converge assoluta-mente in Ω. Sia s(z) = ∑+∞

n=0 fn(z). Per ogni z ∈ Ω, si ha
|s(z)− sn(z)| = ∣∣∣∣∣ +∞∑

k=n+1 fk (z)
∣∣∣∣∣ ≤ +∞∑

k=n+1 |fk (z)| ≤
+∞∑

k=n+1Mk

Dato ε > 0, esiste N ∈ N tale che ∑+∞
k=n+1Mk < ε per ogni n ≥ N . Dunque {sn(z)}converge uniformemente a s in Ω.
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Esempio. La serie ∑+∞

n=1 zn/n2 converge uniformemente sul disco chiuso B0(1).
Esempio (Zeta di Riemann). La serie ∑+∞

n=1 1/nz = ∑+∞
n=1 e−z logn converge unifor-memente su ogni regione {z ∈ C : <e z ≥ s}, con s > 1. Infatti |1/nz| = e−x logn ≤

e−s logn = n−s, e ∑+∞
n=1 n−s converge per s > 1.

1.3 Convergenza di serie di potenze

Teorema 2 (Hadamard). Sia
∑+∞

n=0 an(z−z0)n una serie di potenze e R = (lim supn→∞ n
√
|an|

)−1
.

• La serie converge assolutamente nel disco Bz0(R) e non converge per z /∈
Bz0(R).
• La serie converge uniformemente su ogni disco chiuso Bz0(r), con r < R.

R ∈ [0,+∞] è il raggio di convergenza della serie di potenze.

Dimostrazione. Possiamo supporre z0 = 0. Se 0 < r < R , sia t tale che r < t < R .Essendo lim supn→∞ n
√
|an| < t−1, esiste N tale che

n
√
|an| < t−1 per ogni n ≥ N.

Dunque |an| < t−n per ogni n ≥ N . Se |z| ≤ r, allora
|anzn| <

(r
t

)n per ogni n ≥ N.
Per il test di Weierstrass, la serie ∑+∞

n=0 anzn converge assolutamente e uniforme-mente in B0(r). Valendo per ogni r < R , la serie converge assolutamente sul discoaperto B0(R).Se |z| > R , si ha |z|−1 < lim supn→∞ n
√
|an|. Dunque per ogni N , esiste n > Ntale che |z|−1 < n

√
|an| e quindi esiste una sottosuccessione di {anzn} formata danumeri complessi di modulo maggiore di 1 e la serie ∑+∞

n=0 anzn non converge.(N.B.: se ∑+∞
n=0 cn = ` , allora cn → 0: |cn| = |sn−sn−1| ≤ |sn−`|+ |` −sn−1| → 0)

Esempi.

1. La serie ∑+∞
n=1 znn ha raggio di convergenza 1.

2. La serie ∑+∞
n=1 znn! ha raggio di convergenza +∞.

3. La serie ∑+∞
n=1 anzn, con an = 2n se n è primo, an = 0 altrimenti, ha raggiodi convergenza 1/2.

4. Se una serie di potenze reale f (x) = ∑+∞
n=0 an(x − x0)n converge su un inter-vallo di raggio R centrato in x0 ∈ R, allora la serie di potenze complessa∑+∞

n=0 an(z − x0)n converge sul disco Bx0(R) ed estende f ad una funzione f (z)sul disco.


