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Ogni risposta deve essere adeguatamente motivata. Si terra conto non solo della
correttezza dei risultati, ma anche della completezza e chiarezza delle spiegazioni. Il tempo a
disposizione e di tre ore.

Esercizio 1. Si risponda ai seguenti quesiti:

(1a) Sia X uno spazio topologico contenente almeno tre punti. Si dimostri che X e di Hausdorff
se e soltanto se X soddisfa la seguente proprieta: assegnati arbitrariamente tre punti
distinti x1, x9 e x3 di X, esistono tre aperti Uy, Us e Us di X tali che xy € Uy, x5 € Us,
x3 € Us, Ulﬂng(Z), Ulﬁng@eUgﬂU;g:@‘

(Ib) Siano Y e Z due spazi topologici compatti e sia Y x Z il loro prodotto topologico.
Supponiamo che, per ogni coppia di sottoinsiemi non-vuoti compatti A e B di Y x Z, si
abbia AN B # (). Si dimostri che Y e Z sono connessi.

Esercizio 2. Sia R la retta reale dotata della topologia euclidea e sia R la relazione di
equivalenza su R definita ponendo:

TRy se e soltanto se |z| = |y|.

Indichiamo con R/R lo spazio topologico quoziente di R modulo R e con 7 : R — R/R la
proiezione naturale al quoziente topologico.

(2a) Si dica se 7 & aperta e/o chiusa.

(2b) Si dimostri che R/R ¢ omeomorfo al sottospazio topologico [0, +00) di R.

Esercizio 3. Sia S la sfera di raggio uno centrata nell’origine in R3 e sia X lo spazio ottenuto
unendo S con i sei piani tangenti alla sfera e ortogonali agli assi coordinati.

(3a) Si mostri che lo spazio X ¢ omotopicamente equivalente allo spazio Y = S U C ottenuto
unendo S e la superficie C' del cubo di lato 2 centrato nell’origine.

(3b) Si determini il gruppo fondamentale di X.

Esercizio 4. (4a) Si calcoli il residuo in z = 0 della funzione

_e"’—l

f(z) =

sin®z
(4b) (i) Si mostri che 'operatore a% soddisfa la proprieta del prodotto:
0(fg) _ of

oz o’
(ii) Sia f una funzione di classe C' su un aperto 2 C C, tale che f? sia olomorfa in Q.
Usando (i), mostrare che f e olomorfa in €.
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