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Ogni risposta deve essere adeguatamente motivata. Si terra conto non solo della
correttezza dei risultati, ma anche della completezza e chiarezza delle spiegazioni. Il tempo a
disposizione e di tre ore.

Esercizio 1. Sia R la retta reale, sia P(R) l'insieme delle parti di R e sia 7 la famiglia di
sottoinsiemi di R definita ponendo

n:={g, R} U{(—00,a) € P(R) : a € R}.

(1a) Si dimostri che n ¢ una topologia di R, non Hausdorff, strettamente meno fine della
topologia euclidea di R.

(Ib) Sia S il sottoinsieme di R definito ponendo S := UneN\{o} {%} Si calcoli la parte interna,
la chiusura e la frontiera di S in (R, 7).

(1c) Sia @ il quadrato [0, 1] x [0,1] di R? e sia n* la topologia prodotto di 7 con 7. Si dica se
@ ¢ un sottoinsieme compatto e/o connesso di (R? 7n?).

SOLUZIONE: (la) n contiene @ and R per definizione. Sia {(—o0,a;)}ic; una famiglia
di sottoinsiemi di R appartenenti a 1. Indichiamo con M € R U {400} l'estremo superiore
del sottoinsieme (J,.;{a;} di R. Osserviamo che |J,.;(—00,a;) = (=00, M) (perché?), dove
(=00, M) = R se M = 4o00. Dunque |J;c;(—00,a;) = (=00, M) € 1. Se I ¢ finito e m € R
¢ il minimo del sottoinsieme finito J;.,{a;} di R, allora [,.,(—00,a;) = (—oo,m) € 1. Cio
dimostra che n e una topologia di R.

Dimostriamo che 1 non ¢ di Hausdorff. Sia a,b € R con a # b e sia ¢ := min{a, b} — 1. Siano
U un intorno di a e V un intorno di b in (R,n). Per definizione di intorno, esistono A, B € R
tale che a € (—00,A) C U e b € (—o0,B) C V. In particolare, si ha A > a e B > b. Vale
c€ (—o0,A)N(—00,B) CUNV equindi UNV # &. Segue che n non & di Hausdorff.

Per ogni a € R, (—c0,a) appartiene alla topologia euclidea 7¢ di R. Dunque, 1 &€ meno fine
di 7¢. Osserviamo infine che 'aperto euclideo (0,2) di R non appartiene a n infatti ogni aperto
di n contenente 1 include anche Uintervallo (—oo, 1] (perché?). D’altra parte (0,2) contiene 1
ma non include 'intervallo (—oo, 1]. Segue che 7 & strettamente meno fine di 7¢.

(1b) Sia a € R e sia V(a) := {(—00,b) € P(R) : b > a}. Osserviamo che V(a) & un sistema
fondamentale di intorni aperti di a in (R,n). Infatti se U ¢ un intorno di a in (R,n) allora
esiste b € R tale che a € (—o0,b) C U; in particolare b > a. Il punto a & aderente a S in (R, n)
se e soltanto se (—oo,b) NS # @ per ogni (—o0,b) € V(a) o, equivalentemente, se per ogni
b > a esiste n € N\ {0} tale che £ < b. Cid avviene se e soltanto se a € [0, 400). Dunque la
chiusura S di S in (R,7) & uguale a [0, +00). Segue che Est(S) = R\ S = (—o0,0). Osserviamo
infine che il complementare R\ S di S in R contiene (—o00,0) e che ogni aperto nonvuoto di 7
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interseca (—o00,0). Segue che ogni aperto nonvuoto di 1 interseca R \ S. Dunque R\ S ¢ denso
in (R,n). In particolare, Fr(S) = SNR\ S = [0, +00) NR = [0, +0c0).

(1c) Indichiamo con 7£ la topologia prodotto di 7¢ con ¢ (che & uguale alla topologia euclidea
di R?). Poiché n ¢ meno fine di 7¢ anche n* ¢ meno fine di 72 (per costruzione di topologia
prodotto), dunque I'applicazione identita id : (R? 72) — (R?,7?) & continua. E ben noto che
Q ¢ compatto e connesso in (R? 72) e che la compattezza e la connessione si preservano per
immagine continua. Segue che @ = id(Q) ¢ anche compatto e connesso in (R? n?).

Esercizio 2. Uno spazio topologico (X, 7) & detto localmente compatto se ogni suo punto
possiede un intorno compatto in (X, 7) ovvero se, per ogni z € X, esiste un intorno U, di =
in (X, 7) tale che U, sia anche un sottoinsieme compatto di (X,7) (dunque U, ¢ un intorno
compatto di z in (X, 7)).

Sia (X, 7) uno spazio topologico localmente compatto e sia f : (X,7) — (Y,&) una ap-
plicazione continua, surgettiva ed aperta tra spazi topologici. Si dimostri che anche (Y,§) ¢
localmente compatto.

SOLUZIONE: Siay €Y esiaz € X tale che f(z) = y (che esiste per surgettivita di f).
Consideriamo un intorno compatto U di z in X e un aperto A di X tale che x € A C U. Poiché
f ¢ aperta, f(A) ¢ un aperto di Y che contiene f(z) =y. D’altra parte f ¢ continua e quindi
f(U) & un sottoinsieme compatto di Y. Poiché y € f(A) C f(U) segue che f(U) é un intorno
compatto di y in Y.

Esercizio 3. Siano A e B i sottospazi topologici di R* definiti da.
A={(z,y, z,w) eRY 2?2 +1y* =1}, B={(n,y,2,w) € R*|2* +w?=1}.
(3a) Calcolare i gruppi fondamentali di A e di B.

(3b) Calcolare i gruppi fondamentali di AN B edi AUB.

SOLUZIONE: (3a) A e B sono omeomorfi al prodotto topologico S' x R? ~ R? x S,
e quindi, per il teorema del prodotto, m(A,x) ~ 7(B,z¢) ~ m(S') ® m(R?) ~ Z per ogni
xg € AN B. La stessa conclusione si ottiene verificando che S* x R? ha S x {0} come retratto
di deformazione, e S' x {0} ¢ omeomorfo a S*.

(3b) ANB = {(z,y,z,w) € RY|22 +¢y* = 1,22 + w? = 1} = {((x,9), (z,w)) € R* x
R[22+ =122 +w?> =1} ~ S' x St e quindi (AN B,xg) ~Z & Z = 7.

Per calcolare m(AUB), xg), si pud applicare il Teorema di Seifert-Van Kampen. Ad esempio,
siano

Uy =AU (B\ (Bo(r) x S)) = (AUB)\ (Bo(r) x ),
Uy =BU(A\ (S' x Bo(r))) = (AU B) \ (S* x Bo(r)),

con By(r) palla chiusa in R? di centro Porigine e raggio r < 1. U, U, sono aperti in A U B,
connessi per archi e non vuoti, con intersezione U; N U non vuota e connessa per archi. U; ha
AU (ST x S1) = A come retratto di deformazione (poiché B\ (Bo(r) x S') = (R?\ Bo(r)) x S*
si retrae su S* x S 1) e analogamente U; ha B come retratto di deformazione, mentre Uy NU,; =
(A\ (S x Bo(r))) U B\ (Bo(r) x S') si retrae su AN B.

Sia xg = (1,0,1,0) € AN B. Allora 7(A,zo) = (a|0), n(B,z) = (B]0), 7(AN B,x) =
(a, B|af = Par). Siha

i1*<Oé) = Q, ig*(Oé> - ]-, Zl*(ﬁ) = 17 Z2*(6) - 57
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poiché in Uy ~ B il cappio is.(a) & omotopo al cammino costante in xy. Infatti U, = (R? x
SH U (ST x R?\ Bo(r)) e a & defnito dal cappio a(t) = (cost,sint, 1,0), che in R? x S C U,
si retrae al punto zg = (1,0, 1,0). Analogamente per i1,(5) in U; ~ A. Dunque

(AU B,x9) = (o, f|la=1,=1) = {1}

cioe AU B e semplicemente connesso.

Esercizio 4. (4a) Si calcolino gli integrali di linea

2
/ ze® dz
2!

prima con 7 segmento da 1 a 2 4+ ¢ e poi con vy semicirconferenza centrata nell’origine,
passante per 1,7, —1.

(4b) Si calcoli il numero degli zeri del polinomio p(z) = —22° + 6iz? + z + ¢ appartenenti alla
corona circolare C' = {z € C|1 < |2] < 2}.

SOLUZIONE: (4a) La funzione olomorfa f(z) = ze* ha primitiva olomorfa g(z) =
per cui il primo integrale vale g(2+i)—g(1) = %(6(2+i)2 —e), mentre il secondo vale g(—1)—g(
s(et —e')y =0.

(4b)  Siapplichi il teorema di Rouché a p(z) ea g(z) = —22° sul disco |z| < 2: |p(2)—g(2)| <
6+1+1=28<]g(z)] =2°su|z] =2 Dunque p ha tutte le sue cinque radici in |z| < 2.
Applicando il teorema a p e h(z) = 6i2? sul disco |z| < 1 si ottiene che p ha due radici in
|z| < 1. Quindi p ha tre radici nella corona C.
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