I ntroduzione

Qualsiasi forma efiglia della ripetizione. (P. Valery)

Nella computer grafica, gli oggetti geometrici sono definiti a partire da un certo numero di
elementi di base chiamati primitive grafiche. Possono essere punti, rette e segmenti, curve,
superfici. Ad esempio, un rettangolo e definito dai suoi quattro lati, ognuno dei quali viene
costruito a partire da un segmento primitivo applicando a una sua copia (una 'istanza’) un certo
numero di operazioni geometriche, chiamate trasformazioni, che traslano, ruotano e cambiano la
lunghezza del segmento primitivo.

In particolare, i seguenti cinquetipi di trasformazioni sono particolarmente importanti nelle
applicazioni: letraslazioni, i cambiamenti di scala, leriflessioni, le rotazioni ei 'tagli'.

1.Trasformazioni del piano

Consideriamo innanzitutto trasformazioni del piano. Il piano saraidentificato, mediante

I'introduzione di un sistemadi riferimento cartesiano, con lo spazio vettoriale R delle coppie

ordinate (X, Y) di numeri reali.
Le trasformazioni a cui sSiamo interessati hanno la seguente proprieta: I'immagine di unaretta é
ancora unaretta, oppure & un punto.

Rette...

Ricordiamo brevemente come possono essere rappresentate le rette nel piano:
1) mediante un'equazione cartesiana
axtby+c=0
con a e b non entrambi nulli;
2) mediante equazioni parametriche: se P, = (p,, p,) € un punto del pianoev = (v, V,) eun
vettore non nullo, laretta passante per P, e con direzione v e costituita dai punti
P(t) = ((x(t), y(t)) =(p, +tv,, p, +1tV,)), a variare del parametro reaet
Si osservi che diminando t daX(t) =p, +tv, ey(t) = p, +tV, s ottiene I'equazione
cartesanaV, X =V, Y=V, p; =V, P,
Dunque larettadi equazionea x + by + ¢ = 0 havettore direzione v = (b, a) (oppure
v = (b, —a)) evettorenormalen = (a, b): il prodotto scalare v.n s annulla.
L'angolo 6 tradueretter :ax+by+c=0er,:a x+b, y+c, =0 condirezioni
rispettivamentev = (b, a) ew=(-b;, a;) enormali n=(a, b) em=(a,, b,) edato dalla
formula
aa +bb;

v.w =| v|| w| cos(8), dacui cog(8) =
Ja+b?qla +b,°

Le rette quindi sono parallele se e solo sei prodotti scalari v. mew . nsi annullano, cioé se
ab, =a, b, mentre |e rette sono ortogonali se e solo sei prodotti scalari v. wen. msono

nulli, cioeaa, +bb, =0.

Trasformazioni affini del piano
1.1 Trasformazioni lineari




Innanzitutto si possono considerare le applicazioni lineari del pianoin g, cioele
trasformazioni T daR? in R® rappresentate da una matrice 2x2
a
A:[ 1,1 & 2}

D1 &
Tedefinitada T(x, y) =(Xg, Y1), C0n X, =8,  X+a,,y € ¥, =3, X+a,,Y.

Si osservi che I'azione dell'applicazione T pud essere descritta mediante una

moltiplicazione di A adestra per il vettore col onna[ } cioé

{Xl:|:{a1,l a1,2} [X}
Y1 G G| LY
come e solito fare nell'agebra lineare, oppure mediante una moltiplicazione asinistra
dellamatrice trasposta di A per il vettoreriga[x y]:
&1 &
[ Yi]=[x y]{ ' }

Ao o
come spesso avviene nel sistemi di computer algebra (come Maple) e nella
manipolazione delle primitive grafiche nel sistemi di computer grafica

1.2 Tradlazioni

Unatraslazione € unatrasformazione T, del piano determinata da un vettore v, = (h, k).
0
SeP =(x,y), il punto traslato TVO(P) =P + v, hacoordinate (x;, y;) = (x+h,y+k). Si

noti che seil vettore v, non & nullo, latraslazione non e un'applicazione lineare di R
Inoltre ogni traslazione e unatrasformazione invertibile: latraslazione determinata dal
vettore opposto -V, riportaP + v, in P.

1.3 Trasformazioni affini
Una trasformazione affine del piano & un'applicazione ottenuta componendo

un‘applicazione lineare di R? con una traslazione:
T=T,0L
0

con L applicazione lineare determinata da unamatrice A e v, = (h, k).
Tedefinitada T(x, y) =(x;,y;),con x;=a X+a, ,y+hey=a,,Xx+a,,y+k

In formamatriciae:
[Xl}:{a“ al’z} [X}+[h} oppure
Y1 B y k

X% Vil =[x y].&z szﬂh K]

Osservazione: Unatrasformazione affinetrasformaunarettar in unaretta
oppurein un punto

Siar ={P(t) =P, +tv, treale} larettaper P, con direzionev = (v, V,). Si ha



T(P(t)) =L(P,+tv) +v,eperlalinearita T(P(t)) = L(P,) +t L(V) + v, cioé
T(P(t)) =T(Py) +tL(V).
a) seL(v) s annulla, T(r) il punto T(P).

Vi

b) seL(v) non enullo, cioeil prodottoA.[ }non eil vettore [ 8} , dlora

2
I'immagine T(r) elaretta passante per il punto T(P,) e con direzioneil vettore L(v)

Si osservi cheil caso a) si puo avere solo quando il determinantedi A si annulla(in
tal caso s dice chelatrasformazione T e singolare). Seinveceil det(A) non e zero,
ogni retta viene trasformatain unaretta.

Ad esempio, per letraslazioni e L =1 (I'applicazione identica) e quindi le traslazioni
sono trasformazioni non singolari.

1.4 Cambiamenti di scala
Un cambiamento di scala centrato nell'origine, con fattori di scala i numeri reali s, e,
e latrasformazione che applica un generico punto P = (X, y) nel punto T(P) = (X, y;),
con (X, ¥1) = (8% S, Y).
T élineare, con matrice associata la matrice diagonale

S0
S(sA.sy)—{o SJ

!Elfﬁnmpm

> with(linalg):

> figura:=matrix([[21,1],][3,1],[1.8,2],[2.5,3],[1,1]]):

> di segno: =f->pl ot (convert (f,listlist),views[-6..6,-6..
6] , scal i ng=CONSTRAI NED, st yl e=LI NE) :

War ni ng, the protected nanes norm and trace have been redefined
and unpr ot ect ed

1

> di segno(figura);
> S:=(sx,sy)->matrix(2,2,[[sx,0],[0,sy]]):
> S(2,0.5); questaélamatrice del cambiamento di scaladi fattori 2 rispetto a

[ }
O .5

> trasforma: =(f, m->eval n(f & n) : lafunzione evalm serve afar
valutare aMaple il prodotto matriciale, denotato con & *

> fl:=trasforma(figura, S(2,0.5));

2 5]
6 5
fl1:={3.6 1.0
30 15
2 5

[ > di segno(f1l);



> di segni: =l ->pl ots[display] (map(di segno,|)): funzioneper
disegnare piu figure nello stesso grafico
> disegni ({figura, fl1});

Osservazione:

i cambiamenti di scala con fattori di scala non nulli sono invertibili, con

11
trasformazione inversa determinata da {g g]

Osservazione: cambiamenti di scala centrati in un punto P,
Se P, = (X, Y,) € un punto diverso dall'origine, il cambiamento di scalacentrato in
P con fattori di scalas,, 5, i ottiene componendo tre trasformazioni
T, oToT
Po -

con T cambiamento di scala centrato nell'origine con fattori s, 5. Il punto di
coordinate X, y viene trasformato nel punto di coordinate x; =s, (X —X;) + X,
Y1 =5, (Y~ Yo) *+ Yo Dunque si ottiene ancora unatrasformazione affine:

0
[X, %] =[x Y][z( SJ"‘[XO(]-_SX) Yo(1-5)]

1.5 Riflessioni

Lariflessione R rispetto aunarettal del piano e latrasformazione che associaaun
generico punto P del piano il punto ssmmetrico rispetto alarettal, cioeil punto sulla
retta passante per P e ortogonale al che hadistanzadal uguale alladistanzadi P dal.

Natural mente applicando due volte lariflessione s ritornanel punto P, e quindi una
riflessione e latrasformazione inversa di se stessa.

Nel caso in cui | siaun'asse coordinato, lariflessione € lineare e si ottiene mediante le
matrici del cambiamento di scala$S(1, -1) e (-1, 1):

o=l v 8 O] e Roen=ix w3 9]

Il caso generale verra discusso piu avanti, dopo I'introduzione delle coordinate
omogenee.

Esempio

[ > di segno(trasforma(figura, S(1,-1)));
1.6 Rotazioni

Unarotazione di un angolo 6 attorno al'origine € latrasformazione T che associaa
punto P di coordinate x, y il punto T(P) = (x,, y,) punto finale del segmento che s
ottiene ruotando OP in senso antiorario attorno all'origine di un angolo di 6 radianti.
Usando coordinate polari r, @, si pud scrivere x =r cos(q), y = r sin(@), con r? = + y?
lunghezza di OP e @angolo tral'asse x positivo e il segmento OP. Dunque €

(X, y;) =(rcos(@+0),rsin(p+0)), dacui
X, =1 cos(@) cos(0)-r sin(p) sin(B8) e 'y, =rsin(@) cos(8) +r cos( @) sin(B), cioe
X, =xcos(B)-ysin(8) e y,=ycog(0)+xsin(0)

Quindi larotazione attorno all'origine & un'applicazione lineare:

B cos(B) sin(B)
[%1 Y] =[x Y]-[_sm(e) COS(G)}



Esempio
> Rot:=t->matrix(2,2,[cos(t),sin(t),-sin(t),cos(t)]):

{ > di segno(trasforma(figura, Rot(Pi/2)));
Osservazione:

Ogni rotazione € invertibile: basta considerare la rotazione di angolo —6.

1.7 Tagli
Dato un numero reder e unadirezione nel piano, individuata daun vettorev = (v,, v,)
di lunghezza unitaria, il taglio con fattorer nella direzione v € unatrasformazione T che
fissai punti dellarettaper I'origine parallelaav e spostai punti lungo lerette paralele a
v di una quantita proporzionale alla distanza della retta dall'origine.
SeP =(X,y) €un generico punto del piano, larettal per P parallelaav ha equazione
cartesiana
V,X=Vv,;y+c=0

Il valore assoluto di ¢ € ladistanzadi | dall'origine, come si puo vedere intersecando |
con laretta per O ortogonaeal, di equazioni parametrichex =t v,, y=-tv,. Il punto H

di intersezione soddisfa v, tv, —v, t(-v;) + c=0, dacui t=-c (poiché v12 + v22 =1e
H=(-cv,, cv,). Dunque

distanza(l,O):q/(—cv2)2+(cv1)2, che &il valore assoluto ||
Il taglio T trasformail punto P nel punto P, =P + r c v, che & ancora appartenente alla
rettal. Le coordinate di T(P) =P, sono(X;, y;) = (X, y) +r (=, X+ Vv, y) (v, Vv,) €
quindi T € unatrasformazione lineare (e quindi affine):

2
l-rvyv, -rv,
X w]=[x y]. 2
rv, l+rv v
Esempio

Il taglio con fattore r nelladirezionev = (1, 0) dell'asse x € definito dalla matrice

[:rL ﬂ:T(x,y):(x+ry,y).
> Sh:=(v,r)->matrix(2,2,[1-r*v[1] *v[2],-r*v[2] "2, r*v[1]
N2, 1+r*v[ 1] *v[ 2] ]) : Sh(v,r) denotalamatrice che definisceil taglio
(dal termine inglese 'shear’)
I
r 1

> Sh([1,0],r);

[ > disegno(trasforma([[0,0],[2,0],[2,2],[0,2],[0,0]], Sh(

. [1,0],1)));

(> figura:=matrix([[1,1],[3,1],[2.8,2],[1.5,3],[1,1]]):
> f2:=trasforma(figura, Sh([2/sqrt(5),1/sqrt(5)],3/2)):
> disegni ({figura,f2});

(Swervazi one

Il taglio con fattore —r nelladirezione v riportail punto P, nel punto P. Dunque ogni




taglio é invertibile, con trasformazione inversa che e ancora un taglio.
1.8 'Concatenazion€' di trasformazioni
Nella computer grafica, lacomposizione di trasformazioni viene anche chiamata
concatenazione. La composizione di due o piu trasformazioni affini € ancorauna

trasformazione affine. Infatti, seT=T, o L e S=T, o M sono due trasformazioni
0 0

affini, conv, = (h, k) ew, = (I, m), L eM applicazioni lineari con matrici associate A e
B rispettivamente, alora

TSXY)=SoT (X Y) = (X Y,),
con [% Y ]=[% Yi].B'+[I mle[x ¥]=[x yl.A+[h K].
Dunque [% Y,]=[x y].A.B'+[h k].B'+[l m]=[x v].
(BA)+[h Kk].B'+[l m]equindi SoT élatrasformazione affine con componente
lineare associata al prodotto delle matrici di M e L e componente di traslazione associata
al vettore[ h, k] . B'+[I, m]. Si noti che allacomposizione So T (primaagisce T e poi
agisce S) corrisponde il prodotto delle matrici associate B A se le matrici agiscono sui

vettori colonna, mentre corrispondeil prodotto A' B' sele matrici agiscono sui vettori

riga. Questo suggerisce di usare la notazione 'da sinistra a destra per la concatenazione

di trasformazioni e la scritturadei vettori come righe. Vedremo poi come I'introduzione

delle coordinate omogenee consenta di rappresentare tutte le trasformazioni affini, anche

guelle non lineari, mediante matrici 3x3, in manieratale che alla concatenazione di

trasformazioni corrisponda sempre il prodotto di matrici.

Esempio

(> figura:=matrix([[21,21],[3,1],[1.8,2],[1.5,3],[1,1]]):
> f3:=trasforma(figura, Rot (Pi/3)& S(2,1)):

| > disegni ({figura,f3});

> f4:=trasforma(figura, S(2,1)& Rot(Pi/3)):

| > disegni ({figura,f4});

Trasformazioni invertibili

Ogni trasformazione affine T=T, o L con L invertibile (cioe det(A) # 0) &
0
invertibile. Infatti le composizioni

(T, o Dol ™oT,) e
0 0

)
0 T_VO) 0 (TV0 ol)

sono |'applicazione identica, e quindi L( )oT_V elatrasformazione inversadi T.
0

Per quanto visto sopra si tratta ancoradi unatrasformazione affine.
Esempio
> f4:=trasforma(figura, S(2,1)& Rot(Pi/3)):f5 =trasfo
rma(f4, Rot (-Pi/3)& S(1/2,1)):
> di segno(f5);
[ >
1.9 Trasformazoni, lunghezze e aree
Letrasformazioni del piano che conservano le distanze trai punti sono dette isometrie
del piano. E' facile vedere che le traslazioni, leriflessioni e le rotazioni sono isometrie.
Ad esempio, se T elarotazione di un angolo 6, ladistanzatrai punti T(a, b) e T(c,d) e



laradice quadrata dellasomma (a, — cl)2 + (b, - d1)2 ,

dove [a, b]=[a b]'[—cgi((ee)) :Of;((g))} e [c, d]=[c d].
[cos(e) sin(e)}

—sin(B) cos(0)
equindi [3,-¢, b,-d]=[a-c b-d]. [fgi((%)) for;((gﬂ .
Dunque il quadrato della distanza € dato dal prodotto matriciale
fa-c b-d] l[cqs(e) sin(e)} | [cps(e) —sin(e)} | [a— c}
—sin(B) cos(B)] Lsin(B) cos(B)] [b-d
che coincide con (a - c)? + (b - d)? ladistanzatrai punti P = (a, b) eQ =(c, d).
Leisometrie lineari conservano ancheil prodotto scalare e quindi I'angolo trai vettori.
Inoltre ogni isometria trasforma unaregione pianain unaregione di uguale area.
Quest'ultima proprieta e soddisfatta anche da altre trasformazioni affini, comei tagli.
Infatti & sufficiente che lamatrice A associata ala parte lineare L della trasformazione
affineT = T\,0 o L abbiadeterminante 1 o -1:

seA:[f:1 ﬂ i vettori v=[a, c] ew=[b, d] sonoleimmagini dei vettori dellabase

canonica[ 1, 0] e[ 0, 1]. Il parallelogrammo definito davew haarea| v||w|| sin(9)| il
cui quadrato &| v[?|wP (1 - cos(8)?) =|vP|wf -|v.w]=

(a®+c?) (b*+d?) - (ab+cd)?=(ad-bc)? cheeil quadrato del det(A). Quindi il
paralelogrammo haarea 1, comeil quadrato definito dai vettori dellabase canonica, se
esolo se| det(A)| =1

Latraslazione naturalmente non cambial'area dellaregione. Il segno del det(A) indica
I'orientazione del parallelogrammo immagine: se é positivo I'angolo 6 dav aw é positivo
(cioé w segue v in senso antiorario), atrimenti I'angolo e negativo. Usando il teorema di
Binet (det(A B) = det(A) det(B)) si puo facilmente vedere che I'immagine di un
gualunque parallelogrammo P haareauguale a prodotto| det(A)| area( P).

Applicazione: costruzione di oggetti geometrici mediante'istanze’
Un oggetto geometrico viene creato unendo pit elementi grafici (quadrati, rettangoli, etc), a
loro volta costruiti a partire dalle primitive grafiche. Per esempio, un quadrato di vertici (O, O
), (1, 0), (1, 1), (O, 1) s pud ottenere dalla primitiva grafica segmento, definita comeil
segmento con estremi i punti (O, 0) e (1, 0), unendo quattro 'istanze' di segmento, cioe
quattro copie della primitiva graficaalle quali vengono applicate una o piu trasformazioni
affini:
segmento := [[0,0],[1,0]]
sl := segmento

L1
S2:=T g0 Rot(zj(segmento)

83 := T, 1;(segmento)



Tt
A= Rot(;](%gmento)
quadrato :={sl, s2, s3, 4}



2. Coor dinate omogenee e trasformazioni del piano

Nellaprimasezione si € visto come lacomposizione di applicazioni lineari e di traslazioni porta
ad una scomoda combinazione di prodotti matriciali e di somme di vettori. Utilizzando le
coordinate omogenee per i punti del piano, la concatenazione di trasformazioni affini si riduce al
prodotto di opportune matrici 3x3. Vedremo inoltre che I'uso delle coordinate omogenee non &
solo un comodo artificio di calcolo, maha un significato geometrico molto piu profondo, legato
al concetto di proiezione e aquello di "punti all'infinito'.

2.1 Coordinate omogenee
Chiameremo coordinate omogenee di un punto P = (X, y) del piano unaqualsias terna

X Y
ordinata (X, Y, Z) di numeri reali tali cheZ# 0 eE =X, E =y. Ad esempio, laterna(x, y, 1)

eogni suo multiplor (x,y, 1) =(r x, ry, r) (quest'ultima proprieta & la'omogeneita delle
coordinate). Ad esempio, il punto Q = (3, 2) del piano pud essere rappresentato da (3, 2, 1)

oppure da (6, 4, 2), etc.
Il prodotto matriciale
equivale alle equazioni in coordinate omogenee
X,=aX+bY+hz Y ,=cX+dY+kZ Z=2Z
e in coordinate non omogenee

X; aX bY hz Y. ¢cX dY kZ
X, =7 = + + =ax+by+h e yy=—"= + + =cx+dy+k
z, 7 7 Z z, z 7 Z
Dungue ogni trasformazione affine del piano puo essere espressa mediante un prodotto
matriciale con matrici 3x3 dellaforma scritta sopra. Ad esempio, latraslazione T;, 5; Sl

ottiene moltiplicando laterna delle coordinate omogenee per la matrice

1 00

0 10

2 5 1

2.2 Punti all'infinito

Due rette parallele contenute in un piano non si incontrano. Se perd si considerano le
proiezioni di due rette parallele su un secondo piano non parallelo a primo (proiettando da
un centro C non appartenente ai due piani), aloralerette si intersecano in un punto (per
convincersene, basta sedersi ‘'mentalmente'(!) sui binari dellaferrovia...).
Per trattare correttamente i "punti al'infinito’ e le proiezioni tra piani conviene estendereil

o o

a
[X, Y1 4]=[X Y Z][b
h

X Qo0
=

piano aggiungendo i cosiddetti punti impropri. Scegliamo coordinate X, Y, Zin R’ e
identifichiamo i punti (X, y) del piano cartesiano con i punti (X, y, 1) del piano di equazione
Z =1 nello spazio. Ogni punto del piano e in corrispondenza con un'unicaretta per I'origine
in R, laretta che contiene il punto. Chiamiamo piano proiettivo P? I'insieme delle rette per
l'origine di R®.

Ogni retta per O é identificatada un suo qualsiasi punto (X, Y, Z) distinto da O, cioé con




X, Y, Z non tutti nulli. Dueterne (X, Y, 2) e (X,, Y,, Z,) individuano lo stesso 'punto’ di P
(cioé la stessaretta per O) se e solo se esiste un numero reale non nullo k tale che
X, =k X, Y; =KkY, Z, =k Z. Chiameremo (X, Y, Z) coordinate omogenee dellaretta per O,
cioé del punto corrispondente di P%. Ad esempio, (3, 2, 1) e (6, 4, 2) sono coordinate
omogenee dellarettadi equazioni parametriche

X=3t,Y=2t,Z=t
che &il punto del piano proiettivo P? corrispondente al punto Q = (3, 2) nel piano.
Coordinate omogenee dellaforma (X, Y, 0) non corrispondono a un punto del piano
cartesiano, marappresentano i cosiddetti punti impropri del piano proiettivo. Ogni punto
improprio corrisponde a unadirezione nel piano cartesiano, quelladellerette paralele adla
retta per O di coordinate omogenee (X, Y, 0). Possiamo considerare il punto improprio (
X,Y, 0) comeil punto all'infinito delle rette del piano cartesiano con direzionev = (X, Y).
Infatti, larettadel piano passante per (a, b) e con direzionev = (X, Y) haequazioni
parametriche

(x(t), y(t))=(a+tX b+tY)

1
Il punto P(t) = (x(t), y(t)) sullaretta ha coordinate omogeneeT

a b 1
(a+tX,b+tY,1) :(T+X’T+Y’ Tj per t # 0. Al tendere di t al'infinito, tali coordinate

omogenee tendono a quelle del punto improprio (X, Y, 0).
Possiamo dunque considerare il piano proiettivo P? come un'estensione del piano cartesiano,
a quale vengono aggiunti tutti i punti al'infinito delle rette del piano (uno per ogni famiglia
di rette parallele).
Ogni rettal del piano cartesiano, considerata come sottoinsieme di P, contiene un punto
improprio, l'unicarettaper O parallelaal. Sel haequazione
ax+by+c=0,
in coordinate omogenee ha equazione
aX by _ ) _
7 +7 +c=0, owweo aX+bY+cZ=0 (ipunti (XY, Z) delo spazioformano un
piano per l'originein R°)
[l ' suo punto improprio si ottiene ponendo Z = 0: ha coordinate omogenee (b, —a, 0),
corrispondente a vettore direzione v = (b, —a). Ogni retta parallelaal ha equazione
cartesianadellaformaax+by+d=0, equindiaX+b Y +cZ=0in coordinate
omogenee. Due rette parallele hanno sempre intersezione nel punto improprio (b, —a, 0).
Esempio: lerette3x+6y+4=0ex+ 2y +4 =0 hanno punto improprio
(6,-3,0) =(2,-1, 0). Sono quindi rette parallele del piano cartesiano.

2.3 Trasformazioni del piano in coor dinate omogenee

Comesi evisto in 2.1, ogni trasformazione affine del piano pud essere ottenuta mediante un
prodotto matriciale con matrici 3x3. Una conseguenza di questo fatto e che alla
concatenazione di trasformazioni corrisponde il prodotto delle matrici 3x3 e chela
trasformazione inversa € rappresentata dalla matrice inversa (Quando esiste). Se

[X, Y1 4]=[X Y ZI.A e [X Y, Z]=[X Y, Z].B

10



a c 0 a ¢ O
con A:[b d O]eB: b, d, Ofalora[X, Y, Z]=[X Y Z].(AB).
Dungue la concatenazione T Sdi due trasformazioni affini si ottiene mediante la matrice
prodotto A B (nello stesso ordine). Inoltre T S=1deST=IdseesoloseAB=I;eBA=1,,
cioé A éinvertibile con inversa B. Questo avviene quando det( A) # 0, determinante che
coincide col determinante a d — b ¢ della matrice 2x2 associata alla componente lineare di T.
Vediamo ora, per levarie class di trasformazioni che ci interessano, I'espressionein
coordinate omogenee.

Traslazioni

Lamatrice 3x3

100
T(h,k)=|0 1 0

h k 1
rappresenta latraslazione definitadal vettore v, = (h, k). Infatti
1 0O
[x vy 1].[0 1 O]z[x+h y+k 1]
h k 1

Esempio

> with(linalg):
> figura:=matrix([[21,1],][3,1],[1.8,2],[2.5,3],[1,1]]);
1 1]
3
figura:=| 1.8
15
L1 1
[ > di segno: =f->pl ot (convert(f,listlist),views-6..6,-6..
6] , scal i ng=CONSTRAI NED, st yl e=LI NE) :
> trasforma: =(f, nm)->del col s(eval maugnent (f, vect or (r owd
im(f),1))&m, rowdi m(m..rowdi m( m) : lafunzione che eseguela
trasformazione € modificata per usare le coordinate omogenee
> T:=(h,k)->matrix(3,3,[[1,0,0],[0,1,0],[h,k,1]]):
> fl:=trasforma(figura, T(2,1));
fa o
5 2
f1:=13.8 3.
35 4.
2]

R WN R

L L 3
[ > di segni:=l->plots[display] (mp(disegno,l)):
| > disegni ({figura, f1});
[ >
Cambiamenti di scala

Lamatrice che rappresenta il cambiamento di scala centrato nell'origine, con fattori s, e
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5, €lamatrice diagonale

= O O

s, O
s, 5)=|0 s
0 0

Esempio
> S:=(sx,sy)->matrix(3,3,[[sx,0,0],[0,sy,0],[0,0,1]]):
{> di segni ({figura,trasforma(figura,S(2,1))});
[ >
Rotazioni
Per le rotazioni attorno al'origine lamatrice &
cos(B) sin(B) O
Roto(e):[—sin(e) cos(0) O}
0 0 1
Per le rotazioni attorno a un punto qualsiasi P, = (X,, Y,) bisogna comporre con due
traslazioni per portare P, nell'origine
RotXO’ yo(e) =T(—Xy —Y,) Roty(0) T(Xy Vo)
Esempio
[ > Rot:=(x0,y0,t)->T(-x0,-y0)& matrix(3,3,[cos(t),sin(t)
,0,-sin(t),cos(t),0,0,0,1]) & T(x0,y0):
> fl:=trasforma(figura,Rot(1,1,Pi/2));

1 1

1 3

fl:=/ 0. 1.8
-1. 15
L1 1]

[ > disegni ({figura, f1});
[ >
Riflessione rispetto a una retta
Lariflessionerispetto alarettar di equazioni parametriche P(t) =P, +tv (conv

unitario: V12 + v22 = 1) viene ricondotta alla riflessione rispetto all'asse x componendo la
traslazione T(—X,, —Y,), che porta P, nell'origine, con larotazione attorno all'origine
dell'angolo -6, dove 6 e I'angolo che laretta forma con I'asse positivo delle x. Dopo aver
eseguito lariflessione R, e sufficiente comporre con le trasformazioni inverse della
rotazione e della traslazione per ottenere lariflessionerispetto ar.

Dunque R="T, Y] Rot, o(=6) (1, -1) Rot, o(8) T; -8

L'angolo O e caratterizzato dalle condizioni cos(8) = v,, sin(8) = v,. Quindi lamatrice
Rot, ,(-0) dellarotazione e

v, v, O
v, v; O
0 0 1

e quindi lamatrice associata allariflessione € il prodotto
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1 0 o|lvy v, Oi[1 o ollvy Vv, Ofj1 0 O
6 1 Ojjv, v, 0|0 -1 O||-~v, v, 0|0 1 O
> Yo lilo o 1]l0 0 1o o0 1/[% Yo 1
cioe lamatrice
vlz—vz2 2v, v, 0
2 2
2V, V, v, =V, 0

2V, (X Vo= YoVq) 2Vi(=XgVo+Yovy) 1

> m=eval M(T(-x[0],-y[O])& matrix(3,3,[v[1],-Vv[2],0,v[2
],v[1],0,0,0,1])& S(1,-1)& matrix(3,3,[v[1],v[2],0, -V
[2],v[1],0,0,0,1]) & T(x[0],y[0]));

m:=
2 2
[v, -V, ,2v,v,,0]
2 2
[2v,Vv,,v, —v, ,0]
[(=%0 V2= Yo Vo) Vi = (=X Vo + Yo Vi) Vo + X5,
(=X Vi = Yo Vo) Vo + (=X Vo + Yo V) vy +Yg, 1]

Per ottenere lamatrice dellariflessione a partire dai coefficienti a, b, ¢ di un'equazione
cartesianaax+ by +c=0di r, bastafare le sostituzioni

b a c
Vl:_4/a2+b2’szq/a2+b2’_V2X0+Vlyozq/a2+b2
e ottenere lamatrice
b’-a® -2ab 0
Ribe=3 5 |-2ab &-b° 0
-2ac —2bc a*+b?

> simplify(subs({v[1l]=-b/sqgrt(ar2+b”"2),v[2]=alsqrt(ar2+
b"r2),-v[2]*x[ 0] +v[ 1] *y[ O] =c/ sqrt (an2+b"2)},eval M m)))
I a’-b? ba |
a’+ b’ a’ + b’
X ba a’- b’ 0
a’ +b° a’ + b’
a(x,a+y,b-c) b(x,a+y,b-c)
| a’+b? a’+b? |

Esempio
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{> R =(a,b,c)->matrix(3,3,[[br2-a"2,-2*a*Db, 0], [-2*a*b, a®
2-b”2,0],[-2*a*c, -2*b*c, ar2+b”™2]])/ (ar2+b"2):
[ > disegni ({figura,trasforma(figura, R(1,1,-2))});

[ >
Tagli
Lamatrice é
1-rvv, - v22 0
r vl2 1+rvv, O
0 0 1
Esempio

> Sh:=(v,r)->matrix(3,3,[[1-r*v[1]*v[2],-r*v[2]72,0],[r
*v[1]*2, 1+r*v[1]*v[2],0],[0,0,1]1):

| >1t0:=[[0,0],[3,0],[0,3],[0,0]]:disegno(tO0);

> tl:=trasforma(t0, Sh([1,0],1/2));

t1:=

ONIwwOo
(@) w o O

ﬁ > di segno(tl);
[ >

Applicazione: costruzione di oggetti geometrici mediante 'istanze'

Esempio: Utilizziamo due elementi grafici, un quadrato di lato 1 e un triangolo isoscele di
cateto 1, per costruire un oggetto geometrico pit complicato, mediante 7 istanze del primo
elemento e unaistanza del secondo.

Si osservi che I'applicazione di una trasformazione a un elemento grafico, ad esempio un
quadrato definito come lista dei suoi vertici, si ottiene moltiplicando la matrice che harighe
le coordinate omogenee del vertici (con ultimariga uguale alla prima per ‘chiudere’ la
figura) per lamatrice 3x3 che descrive latrasformazione. Ad esempio:

1 1 1
0 0 1rg 11
10 1= o0 o | 2
SR IFSR L e}
01 1 2 1
_001_111 1 4 1
11 1]

esegue un cambiamento di scala e unatraslazione sul quadrato con lati i vettori [1, 0] e
11 11
[0, 1]. Il quadrato trasformato € il rettangolo di vertici [ 1, 1], {— 1}, {? 4}, [1,4].

5
Esempio
{> qo:=[[0,0],[1,0],[1,1],[0,1],[0,0]]:t0:=[[0,0],[1,0],[O
,11,[0,0]1]:

-

14



[ > cosa: ={trasforma(q0, S(9/2,3)&T(1,1)),trasforma(qg0, S(1,
1/2)&T(3/2,3/2)),trasforma(q0, S(1,1/2)& T(4,3/2)),tras
forma(qO, S(1,1/2)& T(3/2,3)),trasforma(q0, S(1,1/2)&T(4
,3)),trasforma(q0, S(1/2,1)& T(3,1)),trasforma(qg0, S(1/10
,1/20)& T(3.1,1.4)),trasforma(t0, Sh([1,0],1/2)& S(9/2,1

L )& T(1,4))}:

[ > di segni (cosa);

[ >

2.4 Rette e punti in coordinate omogenee

Abbiamo visto in 2.2 che unaretta | nel piano cartesiano, di equazioneax+by+c=0, ha
equazionea X + b Y + ¢ Z = 0 in coordinate omogenee. Tale retta e individuata dalla terna
a, b, c o daun qualunque suo multiplot a, t b, t c cont # 0. Possiamo quindi parlare delle
coordinate omogenee della retta
I=(a,b,c)
e scrivere I'equazione omogenea di | come prodotto scalare (in R%) trail vettore delle
coordinate omogenee P = (X, Y, Z) del punto eil vettore delle coordinate omogenee
| =(a, b, c) dellaretta:
P.l=aX+bY+cZ=0
Possiamo applicare questaidentita per risolvere facilmente i due seguenti problemi:
1) trovare I'equazione della retta per due punti:
| &larettaper due punti distinti P, = (X, Y;, Z;) eP,=(X,, Y, Z,)se P, .1=0eP,.1=0.
Dunque il vettore delle coordinate omogenee di | deve essere ortogonale (in R®) a P, eaP,.
Si puo prendere ad esempio il prodotto vettoriale
=P, xP,=(Y,Z,-Y,Z,Z, X, - Z, X, X, Y, = X, Y;)
Esempio: larettaper i punti (2, 3) e (4, 2) ha coordinate omogenee| = (1, 2, —8) equindi ha
equazione cartesianax+ 2y - 8=0.
2) trovareil punto di intersezione di due rette:
P eil punto di intersezione di duerettel, el,se |, .P=0 e |,. P=0. Dunque s puo
prendereil prodotto vettoriale
P=1,x1,
Esempio: lerettex+y+1=0e2x-3y—-4=0s intersecano nel punto di coordinate

1 6
omogenee P = (-1, 6, =5), cioe nel punto di coordinate cartesi ane{g, - E}

Sele rette sono parallele, s ottiene il punto improprio delle due rette.

Esercizio 1. mostrare che tre punti P,, P,, P, sono allineati se e solo seenullo il
determinante della matrice

1

N N

2

XX X
< < <
N

3

ottenuta dalle coordinate omogenee dei 3 punti. Questa osservazione permette di scrivere
I'equazione omogenea della retta per due punti distinti P, e P, come determinante:
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Xl Yl Zl
det| |X, Y, Z,||=0
X Y z

Esercizio 2: mostrare chetrerettel,, |, |; sono concorrenti (cioe si intersecano in un punto)
seesolo seenulloil determinante della matrice

a b ¢
a, b, ¢,

a; by ¢
ottenuta dalle coordinate omogenee delle 3 rette.
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3. Coordinate omogenee e trasformazioni dello spazio

Passiamo ora a considerare le trasformazioni dello spazio tridimensionale. Lo spazio sara
identificato, mediante I'introduzione di un sistema di riferimento cartesiano, con lo spazio

vettoriale R® delle terne ordinate (X, Y, 2) di numeri reali.

3.1 Coordinate omogenee

Le coordinate omogenee dei punti dello spazio possono essere introdotte in manierasimile a
quanto visto nel caso del piano. Un punto di coordinate cartesiane (X, Y, 2) ha coordinate
Y Z

X
omogenee una qualsiasi quaterna (X, Y, Z, W) di R“talecheWiOeW:x,W:y,W:z.

Dunque (X, v, z, 1) e ogni suo multiplo (r X, r y, r z, r) sono coordinate omogenee dello stesso
punto (X, Y, ) dello spazio. Un 'punto’ con coordinate omogenee (non tutte nulle) (X, Y, Z, 0)
non corrisponde a un punto dello spazio tridimensionale, ma rappresenta un punto all'infinito
nelladirezione del vettore tridimensionale (X, Y, Z). L'insieme costituito datutte le quaterne
non nulle (X, Y, Z, W), in cui due quaterne vengono identificate se sono una multiplo

dell'altra, formalo spazio proiettivo tridimensionale P3,
Esempio: le coordinate omogenee (5, -2, 1, 2) e (-10, 4, -2, —4) rappresentano |o stesso

5 1
punto dello spazio di coordinate cartesiane [E -1, E}

3.2 Trasformazioni dello spazio
Unatrasformazione affine dello spazio & un'applicazione ottenuta componendo un'

applicazione lineare di R® con unatraslazione:
T= TVO olL

con L applicazione lineare determinata da unamatrice A di ordine 3 ev, = (h, k, |) un vettore

che definisce latrasazione T, . Latrasazione trasformail punto di coordinate cartesiane (
0

XY, 2) nél punto (x+ h,y +k, z+1). T édefinitada T(x,y, z) = (X, ¥;, Z,), con

X% Y1 zZ]l=[x y zJ.A+[h k I]
In coordinate omogenee, |'equazione precedente si riscrive mediante un unico prodotto
matriciale con una matrice 4x4:

Q1 0 A3
% Yo Z Wis[X Y oz wp|er ez tes
Ay G35 A3
h k I

~ O O O

Infatti, tale prodotto equivale a
[X; Y1 Z]=[X Y ZIA+[hW kW W] e W,=W
ciog, dividendo asinistraper W, e adestraper W,

X, Y, Z X Y 7
= — — — |A+[h k I].
W, W, W, w w W
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| =| Traslazioni
Lamatrice di trasformazione

1000
0100
ThkD=19 0 1 0
h kK | 1

Esemplo
> with(linalg):
> T3d: =(x0,y0,z0)->matrix(4,4,[[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0
,1,0],[x0,y0,z0,1]]):
> trasforma: =(f, nm)->del col s(eval m(augnent (f, vect or (r owd
Loim(f), ))& m,romdim(m..rowdim(m):
> trasforma([[X,y,z]],T3d(h,k,1));

[x+h y+k z+]l]

>
Cambiamenti di scala

Lamatrice corrispondente ai fattori di scalas,, s, s, €
s 0 0 O
0 s 00
S99 ¢ ¢ o
0 0 0 1

Osservazione: in particolare, scegliendo fattori di scala 1,1 e-1, nell'ordine opportuno,
s ottengono le matrici che rappresentano leriflessioni rispetto ai piani coordinati Xy, X z
eyz

R,=S(-1,1,1),R,=5(1,-1,1), R, = (1, 1, -1)
Esempio

> S3d: =(sx, sy,sz)->matrix(4,4,[[sx,0,0,0],[0,sy,0,0],[O
,0,82,0],[0,0,0,1]]):
> trasforma([[X,Y, z]], S3d(2, 3, 4));
[2x 3y 47
[ >
Rotazioni primarie

Nello spazio s possono considerare |e rotazioni attorno a unaretta, chiamata asse di
rotazione. Lerotazioni primarie sono quelle attorno a un'asse coordinato, con angolo di
rotazione positivo determinato dallaregola della "vite destrorsa': una vite che punta
nella direzione positiva di un asse coordinato, avanza verso tale direzione quando

L1
I'angolo di rotazione € positivo. Ad esempio, unarotazione di E attorno all'asse y portai

punti dell'asse z sull'asse x.

Le matrici che rappresentano le rotazioni primarie si ottengono facilmente dalla matrice
che rappresenta una rotazione nel piano:
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1 0 0 0 cog(6) O -sin(B) O
|0 cos(B) sin(B) O | 0 1 0 0
ROLBY=1 0 —ain(0) cost®) of FO®)=|sne) 0 cos8) of
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(B) sin(6) 0 O
Rot,(8) = —sr(;(e) cosée) (; 8
0 0 0 1
Esempio
> Rotx:=t->matrix(4,4,[[1,0,0,0],[0,cos(t),sin(t),0],[0
,-sin(t),cos(t),0],[0,0,0,1]]):
> Roty:=t->matrix(4,4,[[cos(t),0,-sin(t),0],[0,1,0,0],]
sin(t),0,cos(t),0],[0,0,0,1]]):
> Rotz:=t->matrix(4,4,[[cos(t),sin(t),0,0],[-sin(t), cos
| (t),0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1]1):
[ > Rotx(Pi/3);Roty(Pi);Rotz(Pi/4);
10 0 O
1 1
0 5 8o
1 1
0 -——¢v3 - O
2 2
LO 0 0 1]
-1 0 0O
01 0O
00 -10
00 01
"y L -
—42 =42 0 0
2 2
1 1
-—42 —42 0 O
2 2
0 0O 10
L O 0 0 1]

[ >

Rotazione con asse arbitrario
Se |'asse di rotazione non e un asse coordinato, la rotazione puo essere ottenuta
trasformando |'asse di rotazione in uno degli assi coordinati, per esempio I'asse z,
applicando poi larotazione primaria attorno all'asse z, e infine componendo con la
trasformazione che riporta |'asse z nell'asse di rotazione.
Si noti che per definireil verso dellarotazione attorno al'asse, € necessario fissare un
orientamento lungo |'asse di rotazione (esattamente come per gli assi coordinati). Questo
puo essere fatto scegliendo un vettore direzione per |'asse di rotazione.

Siadunquer I'asse di rotazione, passante per un punto P, = (X, Yy, Z,) € con direzione

: L 2 2 2
un vettorev = (Vv,, V,, V5) che possiamo supporre unitario: | v|2 =v, +Vv, +v; =11
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vettore v definisce un punto sulla sferadi raggiol centrata nell'origine. Sullasferae
possibile introdurre due coor dinate sferiche, lalongitudine 8 e la colatitudine ¢, che
sono rispettivamente I'angol o tra |'asse x e la proiezione ortogonale di v sul piano xy e
I'angolo tral'asse zeil vettore v.
Laproiezione di v sul piano xy halunghezza sin(¢) e dunque v, =sin(@) cos(6) e
Vv, =sin(@) sin(0). Inoltre v, = cos( @).
La concatenazione

T(=X Yo %) Rot(-8) Rot,(-9)
trasformal'asse r di rotazione nell'asse z, poiché portail punto P, nell'origine eil vettore
direzione v nel vettore (0, O, 1). Per ottenere larotazione di un angolo a attorno allaretta
orientatar basta concatenare le seguenti trasformazioni

T(—%y Yo 7%) Rot(~6) Rot,(-¢) Rot(a) Rot,(¢) Rot(8) T(x;, Yo Z)

Esempio: siar larettapassanteperi punti P=(2,1,5)eQ=(4, 7, 2), orientata
secondo il vettore direzione Q — P = (2, 6, —3). Il vettore Q — P halunghezza 7 e quindi

26 3 3 . 2 e
V= 7 7—7 .Dunquecos(cp)z—; esin(g) = (lacolatitudine € compresa

tra 0 e 11, con seno positivo) e cos(8) = ,sin(B) =

2 6 cioécos(e)—i
7 sin( @) 7sin(g)’ VET)

3
,Sn(0) =—F—.
sin(0) m
matrice..

> theta:=arctan(3/sqrt(10), 1/sqrt(10)): phi:=arctan(2*sq
rt(10)/7,-3/7):lafunzionearctan con due

argomenti X,y calcolal'arcotangente di x/y e permette di controllarei segni delle

| funzioni seno e coseno

> m=sinplify(eval M T3d(-2,-1,-5)& Rotz(-theta)& Roty(-
phi ) & Rot z( al pha) & Rot y(phi ) & Rotz(t heta) & T3d(2, 1, 5)
));

m:=

[45 +4 12 3 +126 6 6
— COoSsl O —,—_Cos(a)-—-—d9gna —, _cos(a)——sgna)———_,
49 S()49 49 S(a) 7 ()4949 S(a) 7 ()49
o

[ 12 +3_ +12 13 +36 18 +2 _ 18
——_Ccos(a —sn(a — ,_cos(a -, _Ccos(a —sna)———_,
493()7()49493()49493()7()49

{

{6S()6+6,()183()182,()4OS()+90}
—cos(d)————+”-9gn(a),—_-cos(a)—————-9n(a),—_cos a -,
49 49 7 49 49 7 49 49
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[—@cos(a)—Qsin(a)+1—08,7—9—7—gcos(a)+Esin(a),
49 7 49 49 49 7

230 230 10 }

29 29 cos(a) + - sn(a),1

[ >
Osservazione: gli angoli 8 e ¢ consentono di orientare facilmente un oggetto
tridimensionale (s veda ad esempio lafinestradei grafici 3d in Maple, dove € possibile
cambiare ladirezione di vistamodificando 6 e ).

Riflessione rispetto a un piano arbitrario
Un piano nello spazio ha un'equazione cartesianadellaformaax+by+cz+d=0, con
a, b, c non tutti nulli. 1l vettoren = (&, b, ¢c) &€nnormale (cioe ortogonale) al piano.
L'equazione del piano 1t passante per il punto P, = (X, Yo, Z,) € con direzione normale (
a, b, ¢) édunque

a(x—x)) +b(y-y,) +c(z-7)=0.

Per ottenere lariflessione rispetto a piano 11, € sufficiente trasformareil piano in un
piano coordinato, ad esempio il piano xy. Si pud procedere come nella sezione
precedente, traslando P, nell'origine e ruotando il vettore normale (a, b, ¢) con angoli 6 e

@in modo darenderlo paralelo al'asse z. Lariflessione e data quindi dalla
concatenazione

T(—Xo ~Yo» —Z,) Rot(-9) Roty( -¢) §(1,1,-1) Roty( @) Rot(8) T(Xy Yor Z)

Esempio: consideriamo il piano 2x -y + 2z -2 =0, passante per il punto P, = (1, 0, 0)
. 2 45
.1l vettore normale n = (2, -1, 2) halunghezza 3 e quindi cos(®) ZE’ sin() :?, c

o2 2 1 1
=5 5 "D B 5

matrice..

> theta:=arctan(-1/sqrt(5), 2/sqrt(5)): phi:=arctan(sqgrt(
| 5)/3,2/3):

> m=sinplify(eval M T3d(-1, 0,0) & Rotz(-theta)& Roty(-ph
)& S3d(1,1,-1)& Roty(phi)& Rotz(theta)& T3d(1,0,0)))

1 4 -8
= - — 0
9 9 9
4 7 4
- - - 0
- 9 9 9
| -8 4 1
— - = 0
9 9 9
8 -4 8
- — - 1
.9 9 9 i
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[ >

!ﬂ[&fmp

> with(plottools):

> col ore: =[red, green, bl ue, white]:

> tetraedro: = proc(l) local i,Il; global faccia;
I'l:=convert(l,listlist):for i from1l to 4 do
faccia[i]:=pol ygon(subsop(i=NULL,I1), color=colore[i])
od; RETURN(convert(faccia,set)) end:

> di segno3d: =f - >pl ot s[ di spl ay] (f, scal i ng=CONSTRAI NED, axes
=NORMAL, | abel s=[ x, vy, z]):

(>t0:=[0,0,0],[2,0,0],[0,2,0],[0,0,1]]:

di segno3d(tetraedro(t0));

tl:=trasfornma(t0, T3d(1, 0, 1)) : trasazione

di segno3d(tetraedro(t0) union tetraedro(tl));

di segno3d(tetraedro(t0) union

tetraedro(trasforma(tl, S3d(2,2,1)))); cambiamento di scaa

> di segno3d(tetraedro(t0) union

vV V.V V V

21
tetraedro(trasforma(tO, Roty(2*Pi/3)))); rotazionedi ?attorno
al'assey

> di segno3d(tetraedro(t0) union
tetraedro(trasforma(tO, m)); riflessionerispetto a piano
2X-y+2z-2=0

[ >
3.3 Rette e piani in coor dinate omogenee

In coordinate cartesiane un piano haun'equazione dellaformaax+by+cz+d=0(con
a, b, ¢ non tutti nulli). In coordinate omogenee, sostituendo x = L, y= i, z= £ e
w w w
moltiplicando per W, si ottiene
aX+bY+czZ+dW=0.
Come per lerette del piano, possiamo considerare laquaternaN = (a, b, ¢, d) come vettore
delle coordinate omogenee del piano, e riscrivere I'equazione omogenea come prodotto
scalare (in R
P.N=0

con P=(X,Y, Z, W) vettore delle coordinate omogenee del punto.
Dati tre punti non alineati P, P,, P, I'unico piano cheli contiene ha coordinate omogenee
N =(a, b, ¢, d) che soddisfano le tre condizioni di ortogonalita

P,.N=0, P,.N=0, P,.N=0
Un vettore N con queste proprieta puo essere ottenuto sviluppando rispetto allaprimarigail
seguente determinante:
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& & & §
Y, Z
Z

=N
[N
[

X, Y.
Xy Y, Zy W,

dove{ e, e, e, ¢} elabase canonicadi R e =(1,000),e=(0,10,0),

e;,=(0,0,1,0),¢,=(0,0,0,1). Infatti le 4 componenti a, b, ¢, d del vettore cosi ottenuto

sono i complementi algebrici ottenuti dalla primariga; sviluppando ancora rispetto alla
primarigail determinante (nullo!)

N
N
N

X 1 4 W,

XY, Z W
R 1

X, Yo 2, W,

X3 Y3 Z3 W3
s haX,a+Y,b+Z c+W,d=0,cioelaprimacondizione P, . N = 0. Analogamente s
ottengono P, . N=0e P, . N = 0 prendendo matrici con primarigaP, o P,. Possiamo
esprimere quanto ottenuto dicendo che il piano cercato ha equazione
X Y Z W
Xl Yl Zl Wl
>(2 Y2 ZZ W2
x3 Y3 Z3 W3
Esempio: il piano passante per i punti A=(5,4,2),B=(-1,7,3),C=(2,-2,9) ha
equazione omogenea

det =0

X Y Z W
5 4 2 1]|_

Ole1t-1731‘0’
2 -2 9 1

cioe27 X+39Y+45Z-381W =0 ein coordinate cartesiane 27 x+39y+45z-381=0.

In manieraanaloga si possono ottenere le coordinate omogenee del punto di intersezione di 3
piani di coordinate omogenee N,, N, N, che devono soddisfare le condizioni
P.N;,=0, P.N,=0, P.N;=0

Per |e rette nello spazio € ancora possibile introdurre coordinate omogenee, main maniera
piu complicata e adoperando 6 coordinate omogenee. Si possono invece descrivere
facilmente | e rette in forma parametrica usando |e coordinate omogenee dei punti. | punti
dellaretta passante per i due punti di coordinate omogenee P = (X,,Y;,Z;, W,) e
Q= (X,, Y,, Z,, W,) hanno coordinate omogenee della forma

aP+BQ, conaef parametri reali.
Infatti, dalle equazioni parametriche

X=X +1(X%=X), Y=Yy, +t(Y,=V,), =2 +t(z,- 2),

a
sostituendo t = P equindil-t= , Si ottiene
o+ o+
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_axtBx ay By, az+Bg

X= a+p Y a+p E a+p

e quindi
(a+B) (xy,z1)=a(x, ¥, 2, 1) +B (X ¥, 2, 1)
ed essendo |e coordinate omogenee, anche (X, Y,Z,W)=a P+ Q.
Osservazione: 1o stesso calcolo puo essere fatto per le equazioni parametriche di unaretta
nel piano. | suoi punti hanno coordinate omogenee
XY, 2)=aP+BQ

=l 4. Proiezioni del piano edello spazio

Lavisualizzazione di oggetti tridimensionali richiede di ottenere una vista piana dell'oggetto.
Questo avviene mediante una sequenza di operazioni. Innanzitutto, viene applicata una
proiezione che trasforma |'oggetto in una sua rappresentazione su un piano dello spazio, il piano
di vista. Poi, sul piano di vistaviene introdotto un sistema di coordinate cartesiane e la
proiezione dell'oggetto viene descrittain termini di tali coordinate bidimensionali. Infine, una
trasformazione di coordinate bidimensionali applicail piano di vistanel piano dove avvienela
visualizzazione (lalavagna, una'finestra nello schermo del computer, il foglio di un plotter...).

4.1 Proiezioni del piano
Primadi passare a caso tridimensionale, consideriamo le proiezioni del piano su unaretta.
Sial unarettadel piano e C un punto non appartenente allaretta. La proiezione da C (il
centro dellaproiezione) su | elatrasformazione T che applicaun qualsiasi punto P del
piano, distinto da C, nel punto P, intersezione dellarettal con larettaper C e P.
Naturalmente, seil punto P sta sullaretta per C parallelaal, il punto P, non e definito nel
piano cartesiano, ma se utilizziamo |le coordinate omogenee ed estendiamo il piano con i
punti al'infinito, P, €il punto improprio dellarettal.
Mostriamo ora che laproiezione si puo rappresentare ancora mediante una matrice 3x3,
come per le trasformazioni affini del piano:
denotiamo con C el anchei vettori delle coordinate omogenee del centro e dellaretta. La
retta per C e P ha coordinate omogenee il vettore prodotto C x P (vedi lasezione 2.4) e
quindi intersecalarettal nel punto P, di coordinate omogenee
P,=Ix(CxP)
Dall'identita vettoridle Ax (Bx C) =(C.A) B-(A.B) C, s ottiene
P,=Ix(CxP)=(P.1)C-(I.C)P
e considerando i vettori come matrici con unasolariga,
P,=PI'C-P(l1.C)=P(I"C-(l.C))=P("C-(l.C)1,)
Dunque P, =P M, con
M=1"C-(l.C)l,
matrice di proiezione (I, € lamatrice identita di ordine 3).
Esempio: laproiezione dal punto (10,2) sullaretta5x +y — 4 =0 hamatrice
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5 1 00 [2 10 5
M=|1|[10 2 1]-((51-4).(10,2,1))|0 1 O0|=| 10 -46 1

-4 0O 0 1] [-40 -8 -b2
Ad esempio, il punto (2,3) viene trasformato nel punto di coordinate omogenee
[ 2 105 } | [ 6 126}
(2,3,1)| 10 -46 1 |=(-6,-126,-39),cioene punto| —,—— |sullaretta
40 -8 -52 39 39
S5x+y-4=0.

Osservazione: le proiezioni e le trasformazioni affini del piano, estese ai punti del piano
proiettivo, sono esempi di trasformazioni proiettive del piano, che sono le applicazioni T
definite in coordinate omogenee dal prodotto

T(X,Y,Z)=(X, Y, Z) M
con M matrice 3x3 non nulla.Se laterza colonnadi M haelementi O, O, k, con k# O, alloraT

M
e una trasformazione affine (sostituendo ala matrice M la matri ce? S ottiene la stessa

trasformazione, poiché le coordinate sono omogenee), che applica punti propri in punti
propri e punti al'infinito (impropri) in punti all'infinito. Se invece la matrice M non ha
questa forma, allora rappresenta una trasformazione di tipo diverso, come una proiezione, e
puo anche non essere definita per tutti i punti del piano proiettivo (seP M = (0, 0, 0),
I'immagine di P non é definita, poiché laterna delle coordinate omogenee deve essere
diversada (0, 0, 0)).

Nella discussione precedente, I'uso delle coordinate omogenee permette di prendere come
centro di proiezione C anche un punto improprio (c,, c,, 0) di P% In questo caso, laretta
passante per C e P e laretta per P che ha C come punto al'infinito, cioé con direzioneiil
vettore (c,, ¢,). Si tratta dunque di una proiezione parallela, in cui le rette che proiettano i
punti del piano sullarettal sono tutte parallele, con direzione (c,, c,). Per distinguere i due
casi, chiameremo proiezione centrale una proiezione con centro un punto proprio.

Esempio: laproiezione paralleladal punto improprio (0,1,0) (ladirezione dell'assey) sulla
retta3 x + 2y —4=0hamatrice

3 100 [2 3 0
M=| 2 |[[0 1 01-((3,2,-4).(0,1,0))|[0 1 0[={0 0 O
4 00 1] L0 -4 -2

Si noti che nel caso delle proiezioni parallele M e lamatrice di unatrasformazione affine.
Infatti una proiezione parallela applica punti propri in punti propri ed e definita su tutto il
piano cartesiano. Si tratta di unatrasformazione affine singolare, cioé non invertibile.

4.2 Proiezioni dello spazio

Passiamo ora a descrivere e proiezioni dello spazio tridimensionale su un piano. SiaN il
vettore delle coordinate omogenee del piano di proiezione (il piano di vista) e sia C un punto
esterno a piano. Laproiezione da C sul piano N e latrasformazione T che applica un punto
P, distinto da C, nel punto T(P) = P, del piano di vista che si ottiene intersecando il piano
con larettaper C e P. Se P appartiene a piano per C parallelo a piano di vista, P, eil punto
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dl'infinito nelladirezione dellarettaper C e P. Se C € un punto improprio, la proiezione &
parallela (con direzione delle rette di proiezione data da C), altrimenti € detta centrale o
proiezione prospettica.

Ricaviamo la matrice della proiezione:

i punti dellaretta per C e P hanno coordinate omogenee dellaformaa C + 3 P (vedi la
sezione 3.3) el'intersezione P, tratalerettaeil piano di vista e caratterizzata dalla
condizione

N.(aC+BP)=0 cioé a(N.C)+B(N.P)=0

Scegliendoa =N.P e B=—(N.C) s ottiene

P,=(N.P)C-(N.C)P=PN'C-P(N.C)=P(N'"C-(N.C)1,)
Dunque T(X,Y,Z W)=(X,Y,Z,W)M, con M= N'C- (N.C)I,.
Come nel caso bidimensionale, le proiezioni sono esempi di trasformazioni proiettive dello
spazio. Le proiezioni centrali non sono trasformazioni affini, diversamente da quelle
parallele. Una conseguenza del fatto che una proiezione parallela trasforma punti impropri in
punti impropri, € la seguente proprieta: ogni coppiadi rette parallele viene trasformata da
una proiezione parallela in una coppiadi rette ancora parallele (le due rette devono
incontrarsi ancorain un punto improprio).

Esempio 1: la proiezione paralelasul piano z= 0 in direzione parallela all'asse z ha matrice
0 100 0[ |-1 0 0 O
| 0 /01 0 0f_|O -1 0 O
M=l 400201y 5 1 0/5lo 0 0 o
0 0 0 01 0O 0 0 -1

poichéil piano di vistaz = 0 ha equazione omogenea Z = 0 e vettore delle coordinate
omogenee N = (0, 0, 1, 0) eil centro (punto improprio) ha coordinate omogenee

C=(0,0, 1, 0). Naturalmente, la proiezione associaa punto di coordinate cartesiane (X, Yy, z
) il punto di coordinate omogenee[x, Y, z, 1] M =[-X, -y, 0, -1] edi coordinate cartesiane (

XY, 0).
Esempio 2: la proiezione centrale sul piano z= 0 dal punto di vista(1, 5, 3) hamatrice
0 1 000 |- 0 0 O
| 0 0100 _ |0 8300
M=l |l 5 3 U3l 5 1 071 5 0 1
0 0 0 01 0O 0 O -3

Dunque latrasformazione associaa punto di coordinate cartesiane (X, y, 2) il punto di
coordinate omogenee([X, Yy, z, 1] M=[-3x+z -3y+52 0, z—- 3] edi coordinate
-3X+z -3y+5z

z-3 ' z-3
sono affini, le coordinate cartesiane del punto trasformato si esprimono mediante quozienti
di espressioni di primo grado nelle coordinate x, y, z

!ﬂ[&fmp
> with(linalg):wth(plottools):
> col ore: =[ red, green, bl ue, whitej:
> tetraedro: = proc(l) local i,Il; global faccia;
I'l:=convert(l,listlist):for i from1l to 4 do

cartes ane[ : O}. Si noti che nel caso di trasformazioni proiettive che non
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faccia[i]:=pol ygon(subsop(i=NULL,I1), color=colore[i])
od; RETURN(convert(faccia,set)) end:

>t0:=[0,0,0],[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]1;

> di segno3d: =f - >pl ot s[ di spl ay] (f, scal i ng=CONSTRAI NED, axes
=NORMAL, | abel s=[ x, vy, z]):

t0:=[[0,0,0],[1,0,0],[0,1,0],[0,0, 1]]

> onogeneo: =f - >augnent (f, vector(rowdi m(f), 1)):

> nononogeneo: =f->matri x([seq([seq(f[i,j]/f[i,coldinm(f)],
j=1..coldinmf)-21)],i=1..rowdin(f))]):

> trasforma: =(f, n)->nononogeneo( eval n(onogeneo(f) & n):la
funzione che esegue la trasformazione € modificata per poter rappresentare una
qualsiasi trasformazione proiettiva

> MP: =(N, O ->eval n(transpose([N]) & [C]- dotprod(N,C)*

Matri x(4, 4, shape=i dentity)): matricedi proiezioneda centro C sul

piano N

> MP([0,0,1,0],[1,5,3,1]);

-3 00 O
0 -3 0 O
1 50 1
0O 0 0 -3

> tl:=trasforma(tO, MP([0,0,1,0],[1,5,3,1])); proiezione del

tetraedro tO sul piano z=0da punto (1, 5, 3)
> di segno3d(tetraedro(t0) union tetraedro(tl));

0O 0 O

1 0 O

t1:= 0 1 0
-1 -5

= =0

L2 2 i

> t2:=trasforma(t0, MP([0,2,3,4],[1,-2,3,0])); proiezione
paraleladi tO sul piano 2y + 3z + 4 =0 nelladirezione del vettore (1, -2, 3)
> di segno3d(tetraedro(t0) union tetraedro(t2));
_ 12 -

5
-12
5
-18
5
-16
5

aly ol ok als
R u|g oo o,

I

[ >

4.3 Classificazione delle proiezioni
4.3.1 Proiezioni parallele
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Le proiezioni dello spazio aterano le distanze trai punti. In generale, il rapporto trala
lunghezza del segmento proiettato e lalunghezzadel segmento originae e differente da
1. Talerapporto dipende solo dalladirezione del segmento e per questo o chiameremo
fattore di scala nella direzione determinata da un vettore v.

Il segmento con estremi P = (p,, p,, P;) €Q=(p, +tVv,, p, +1V,, py+tvy) =
P+t(v,V,V;) halunghezza| t| | v| e viene trasformato dalla proiezione con matrice

M=N"C-(N.C)I 4 Nel segmento i cui estremi hanno coordinate omogenee

[Py, P P3s 11 M € [0y, O, O3, L] M =[Py, Py Py L] M+t [V, V,, Vo, 0] M. Laquarta
colonnadi M haeementi (0, 0, 0, =(N . C)), per cui la quarta coordinata omogenea
viene moltiplicataper —(N . C). Ne derivacheil segmento proiettato halunghezza

[t/ vy, Vo v, O] M|

IN.C]|

. Dunqueil fattore di scalain direzionev é
| [Vy, Vo V3, 0] M|
IN.cllv]
dipendente solo dalla direzione di v.
Esercizio: Mostrare che per ogni proiezione parallelail fattore di scalain unadirezione
paralelaa piano di vistae 1.
Esercizio: Mostrare cheil fattore di scalain direzione perpendicolare al piano di vistaé

ugualea f se, esolo se, I'angolo B trail piano di vistae ladirezione di proiezione
soddisfalarelazione

D

sin(B)? = ovvero cotan(0) =f

1+f
(Suggerimento: sec = (c,, C,, C;) eladirezione di proiezione, st haC = (c;, C,, C;, 0). Si

(n.c 1

[nFlcf 147

applichi laformula (1) con (v, v,, v5) = (N, n,, n;) =n esi ottenga

)

Una proiezione parallela e detta ortogonale se la direzione di proiezione &
perpendicolare al piano di vista. In tal caso, seil piano ha vettore omogeneo

N=[n,;, n, ng n,], il centrodi proiezionee C =[-n;, —n,, —n,, 0] (0 un qualsiasi suo
multiplo non nullo).

Seladirezione della proiezione non € parallelaauno degli assi coordinati, solitamente la
proiezione ortogonal e & detta assonometrica. A loro voltatali proiezioni assonometriche
s distinguono in isometriche, dimetriche e trimetriche, a seconda che 3, 2 0 nessuno dei
valori assoluti | n1|,| n2|,| n3| siano uguali tradi loro. Nel primo caso i fattori di scala
nelledirezioni del tre assi sono uguali, nel secondo sono uguali nelle direzioni di due
assl.

a2 22 . , o X
Esercizio: Sian;, +n, +n; =1. Mostrare cheil fattore di scalain direzionex e
2 2 L \ 2 2 . L N 2 2
n, +n, ,indirezioneyeé/n, +n; ,indirezioneze,/n, +n, .

Una proiezione parallela e obligua se non € ortogonale. In particolare, si ottiene una
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I . _ . N . I L
proiezione cavaliera se l'angolo O trail piano di vistaeladirezione di proiezione ez. In

guesto caso i segmenti perpendicolari a piano di vista non cambiano lunghezza (f = 1
nell'esercizio visto sopra). Si ottiene invece una proiezione 'cabinet’ sel'angolo etale

1 1
che cotan(0) = PY cioesef :E (I'angolo 6 e circa 1.1 radianti).

Esempio:
Definiamo una proiezione 'cabinet’ sul piano z= 0. Il vettore normaleé n=(0, 0, 1)
.Sec=(c,, C,, c;) eladirezionedi proiezione, si ottiene una proiezione 'cabinet'

quando
(n.c)® 4 1 _ |
=— (deve essere f =—; vedi |'esercizio sopra e il suggerimento)
[nfcf 5 2

Dunque la condizione sulla direzione c diventa
2
C3 4 2 2. 2
> = owero 4(c, +c, )=c¢,
C, +C, +¢

Unapossibile direzione &€ c = (3, 4, 10), corrispondente alla matrice di proiezione

2

"> MP([0,0,1,0],[3,4,10,0]);

-10 0 0 O
0 -10 0 O
3 40 O
0O O 0 -10

[ > col ore: =[red, green, bl ue, whi te, bl ack, yel | o] :

> vertici:=[[1,2,4,3],[1,2,6,5],[1,3,7,5],[2,4,8,6],[3,
4,8,7],[5,6,8,7]]:

> box:= proc(l) local i,Il; global faccia6;
['l:=convert(l,listlist):for i from1l to 6 do
facci a6[i]:=polygon([seq(ll[vertici[i,j]],]j=1..4)],co
| or=colore[i]) od; RETURN(convert (facci a6, set)) end:

> c0:=[0,0,0],[1,0,0],[0,1,0],[2,2,0],[0,0,1],[12,0,1],
[0,1,1],[2,1,1]];

c0:=[
[0,0,0],[4,0,0],[0,1,0],[%,1,0],[0,0,1],[2,0,1],[0,12,1],[1,1,1]

-]
| > cl:=trasforma(cO, MP([0,0,1,0],[3,4,10,0])); proiezione

‘cabinet’ del cubo unitario cO sul pianoz=0

29



0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0
-3 -2
— = 0
10 5
cl:.= 7 )
— = 0
10 5
-3 3
— = 0
10 5
7 3
— = 0
10 5

" > di segno3d(box(c0) union box(cl)):
| > c2:=trasforma(cO, MP([0,0,1,0],[3,4,5,0])); proiezione
cavalieradi cO sul pianoz=0

0 0 0]
1 0 0
0 1 0
1 1 0
3 -4
— — 0
|5 5
c2 .= 2 -4
- = 0
5 5
3 1
- = 0
5 5
2 1
- = 0
' 5 5 i

ﬁ > di segno3d( box(c2));
[ >

4.3.2 Proiezioni prospettiche

SaM=N"C-(N.C)I 4, lamatrice che rappresenta la proiezione prospettica dal centro
C=(c;C,C5¢) (conc, #0) sul pianon, X+ N,y +ngz+n, =0. Siav = (v, V,, V3)
unadirezione nello spazio, corrispondente al punto improprio V = (v,, V,, v, 0). La
proiezionedi V € ancoraun punto improprio se la quarta componente del prodotto
VM=VN'C-(N.C)V ézero, cioése

(vyn+v,n,+v;n;)c, =0
Mac, # 0 e quindi lacondizione diventav, n; + Vv, n, + v, n, = 0. Dunque ladirezione v
deve essere perpendicolare allanormaen = (n,, n,, ny), cioé parallelaa piano di vista
Questo fatto implica che le rette parallele che non sono parallele a piano di proiezione
vengono proiettate in rette che convergono verso un punto del piano di proiezione, il

punto di fuga, mentre le rette parallele a piano di proiezione restano parallele.
Il piano di proiezione puo essere paralelo anessuno, auno 0 adue assi coordinati.
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Rispettivamente, si hanno 3,2,1 punti di fuga (principali) per le rette parallele agli assi
coordinati.

Esempio

| > c3:=trasforma(cO, MP([0,0,1,0],[-1,0,2,1])); proiezione
prospettica sul piano z = 0 dal punto (-1,0,2) con un punto di fuga principale
(quello derivante dalle rette parallele all'asse z)

> eval m([[0,0,1,0]]& MP([0,0,1,0],[-1,0,2,1]));

0O 0 O

1 0O

0 1 0

1 1 0

c3:= 10 0
3 00

1 2 0

13 2 0]

| [-1 0 0 1]

il punto di fuga principale e (-1,0,0)

> di segno3d( uni on (box(c0), box(c3),{point([-1,0,0],sym
bol =CI RCLE) }) ) ;

> c4:=trasforma(cO, MP([1,0,-1,-2],[-1,0,2,1])): proiezione
sul piano x —z-2=0da punto (-1,0,2)

> evalm[[1,0,0,0],[0,0,1,0]] & MP([1,0,-1,-2],[-2,0,2,1

1))
M

i due punti di fuga principali sono (4,0,2) e (-1,0,-3)
[ > di segno3d( uni on (box(c0), box(c4),{point([4,0,2],synb
ol =CI RCLE) }, {point([-1, 0, -3], synbol =Cl RCLE) }) ) ;

4.4 Coordinate del piano di vista

Il secondo passo per ottenere una visualizzazione di oggetti tridimensionali € I'introduzione
di un sistemadi coordinate cartesiane sul piano di vista e la rappresentazione dell'oggetto
proiettato in termini di queste nuove coordinate bidimensionali. Per introdurre le coordinate
sul piano di vista e necessario fissare un‘origine e due direzioni ortogonali nel piano.
Denotiamo con O, = (q;, 0,, 05, 1) l'origine espressa nelle coordinate omogenee (X, Y, Z, W)
dello spazio, conv, = (ry, r,, I;3) €V, = (S, S,, S;) due vettori unitari ortogonali nelle
direzioni degli assi del nuovo riferimento. SiaP, = (X, Y, Z, W) un punto del piano, espresso
in coordinate omogenee dello spazio, e P, = (R, S T) il vettore delle coordinate omogenee
dello stesso punto rispetto alle coordinate del piano di vista.
Vogliamo determinare una matrice 3x4 K tale che

P,=P,K
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e poi cercare di invertire larelazione e ottenere P, in funzione di P,. Per calcolare K
prendiamo alcuni punti del piano di vistadi cui conosciamo le coordinate in entrambi i
sistemi di riferimento:

I'origine O, = (q, 0, G, 1), il punto improprio in direzionev,: R, = (ry, r,, 5, 0), quelloin
direzionevg S, = (s;, S,, S;, 0) eil punto del piano che si ottiene traslando O, medianteil
vettoresommayv, +vg T, =(q, +r, +S, 0, +1,+S,, g; +r;+s;, 1) = (1, t,, t5, 1).

| quattro punti hanno coordinate omogenee (R, S, T) rispetto al nuovo riferimento (0,0,1),
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1) rispettivamente. Quindi deve valere I'uguaglianza matriciale:

% % % 1 [0 0 1
. rp, r; 0/ 11 0 0 K
S S 0, |0 1 0
t, t, t 1] L1 1 1

dacui s ricava che dev'essere
rpb r, ry O
K=ls;, s, s5 0

0 G 03 1
Lameatrice K harango 3 (hatre righe indipendenti, poiché v, e v, non sono paralleli) e quindi

lamatrice smmetricaK K" & unamatrice invertibile di ordine 3 (se esistesse una terna non
T
nullax =[x, X,, x;] talecheK K'x=0, s avrebbex' K K" x =0, ciog|x" K| =0, dacui
(-1)
x' K =0 elerighe di K sarebbero dipendenti). Si haK K" (KK™) " =1, ciog K haun'

(-1)
inversadestraK®=K" (KK") . Possiamo quindi ottenere
P, K'=P,

Esempio
Consideriamo la proiezione prospettica sul piano z= 0 dal punto (1,5,3). Definiamo un
sistemadi coordinate sul piano di vista con origine nel punto O, = (1, 2, 0), direzione

3 4
del primo asse data dal vettore unitario v, = (E = OJ e direzione del secondo asse data
4 3 , .
dav,=| - P 0 |. Lamatrice K e dunque
. - | 11 ]
3 4 1 0 —
- — 0 0 5
5 5 >
K=| 4 3 e KK'=| 0 1 — |coninversa
-— — 0 O 5
> ° 1 2
L1 2 0 1] — = 6
L 5 5 i
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(146 2 11
25 25 5
(v | 22 29 2
(KK '=| — — -=
25 25 5
11 2
s s !
Lamatrice K & dunque
- s
- -= 0
5 5
o | 23 0
Ki=K"(KK") "=| 5 5
0 0 0
un 2
| 5 5 ]

elatrasformazione di coordinate e datain coordinate cartesianeda:  (x,y, 0) ->
[3x 4y 11 4x 3y 2}
— +— -, -—+——-—|.
5 5 5 5 5 5

> norma: =v->sqgrt (dot prod(v,v)):
> Kd: =proc(q,r,s) local K;

(3,1,[0,0,1]));
eval m(transpose(K) & i nverse(K&transpose(K))); end

proc:
"> Kd([1,2,0],[3,4,0],[-4,3,0]);

3 4 |
= = 0
5 5
4 3
- = 0
5 5
0 0 0
11 -2
— = 1
5 5

MP([0,0,1,0],[1,5,3,1])):

trasformazione € applicata al tetraedro tO proiettato (cf. 4.2)

> t2d:=trasforma(tl,Kd([1,2,0],[3,4,0],[-4,3,0])); la

K: =augnent (matri x(3,3,[r/norma(r),s/norma(s),q]), matrix

"> t0:=[[0,0,0],[1,0,0],[0,1,0],[0,0, 1]]:t1: =trasforma(tOo,
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t2d = 7

5

0

L 2 |

[ > di segno2d: =f - >pl ot s[ di spl ay] (f, scal i ng=CONSTRAI NED, axes
=NORMAL, | abel s=[x, y]):

> di segno2d(tetraedro(t2d));

ol
N Gl al|d all

4.5 Coordinate del 'dispositivo grafico'. La'Viewing Pipeline
I terzo e ultimo passo per rappresentare un oggetto tridimensionale su un dispositivo grafico
(finestra nello schermo del computer, stampante, etc.) € il cambiamento di coordinate
bidimensionali che trasforma una regione rettangolare del piano di proiezione in unafinestra
nel sistemadi coordinate del dispositivo. La parte dell'immagine proiettata che sta all'esterno
dellafinestravienetagliata (‘clipping’), € non appare nell' immagine visualizzata.
Siano x, y le coordinate cartesiane del piano di proiezione e u, v le coordinate del dispositivo
grafico. Se laregione rettangol are da rappresentare e delimitata dai valori X ;. Xasr Yerire Yimex
elafinestrasul dispositivo ha angolo inferiore sinistro di coordinate (u, ., V., €angolo
superiore destro (U, Vi), latrasformazione di coordinate si ottiene concatenando tre
trasformazioni piane: una traslazione che portal'angolo inferiore sinistro (X, Yoir)
nell'origine, un cambiamento di scala che rende le due finestre di uguali dimensioni, seguita
da unatraslazione che porta|'origine nell'angolo inferiore sinistro (U, Uy, dellaseconda
finestra. Latrasformazione ha matrice
Au Av
D :T(_Xm'n’ _ym'n) E! A_y] T(umin’ Vm'n)
dove Au=U., — Upin» AV =V = Vi A X=X ™ Xine Y = Yiraw ~ Yrin- Medianteil
prodotto P, = P, D il vettore P, delle coordinate omogenee del piano di vista vengono
trasformate nel vettore P, delle coordinate omogenee nel riferimento del dispositivo.
La successione delle tre trasformazioni descritte in questo capitolo, proiezione su un piano (
P, = P M), trasformazione nelle coordinate del piano di vista (P, = P; Kd), trasformazione
nelle coordinate del dispositivo (P, = P, D), & chiamata 'viewing pipelin€, ed e descritta
completamente dallamatrice Vp,, di ordine 4x3, che si ottiene moltiplicando |e tre matrici M
(matrice di proiezione), K (matrice della trasformazione nelle coordinate del piano di vista)
e D (matrice della trasformazione nelle coordinate u, v del dispositivo):

— d — d~ —
V,=MK'D, P,=PMK‘D=PV,

Esempio:

Riprendiamo I'esempio in 4.4: consideriamo la proiezione prospettica sul piano z=0 dal



punto (1,5,3), con il sistemadi coordinate del piano di vistaavente origine O, = (1, 2, 0)

, direzione del primo asse (3,4,0) edirezione del secondo asse (-4,3,0) .

Siano rispettivamente (-3,-3) e (3,2) gli angoli inferiore sinistro e superiore destro della

finestranel piano di vista, e siano (500,400) e (980,700) gli angoli dellafinestra sul

dispositivo grafico (ad esempio, uno schermo con risoluzione 1280x1024). La matrice D

eil prodotto

5-T(33 5[980—500 700—400}T500 400
R TR A

> d :=

*T(500, 400) ) ;

740 580 1
applichiamo latrasformazione a tetraedro tO

80 00
d:= 0O 60 O
> t:=trasforma(t2d,d);

proiettato (cf. 4.2 e 4.4)

564 556
612 508
" 1628 592

380 490

00..980, 400. . 700] , axes=BOXED) ;

-4,3,0]) &d);
pipeline

eval m(T(3, 3) & S((980-500)/ (3-(-3)), (700-400)/(2-(-3))) &

> plots[display] (tetraedro(t), scali ng=CONSTRAI NED, vi ew=[ 5

[ > Vp:=eval M MP([0,0,1,0],[1,5,3,1])&Kd([1,2,0],[3,4,0],
questa e la matrice complessiva che rappresentala 'viewing

-144
-192
932
-1692

Vp =

trasforma(tO, Vp);

564
612
628
380
c:=trasforma(cO, Vp):

144
-108
688
-1668 -3

= O O

556
508
592
490

la'viewing pipeline' applicataal cubo unitario cO

pl ot s[ di spl ay] (box(c), scal i ng=CONSTRAI NED, vi ew=[ 500. . 98

0, 400. . 700] , axes=BOXED) ;
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