I ntr oduzione

Nella computer grafica, gli oggetti geometrici sono definiti a partire da un certo numero di
elementi di base chiamati primitive grafiche. Possono essere punti, rette e segmenti, curve,
superfici. Ad esempio, un rettangolo é definito dai suoi quattro lati, ognuno del quali viene
costruito a partire da un segmento primitivo applicando a una sua copia (una'istanza’) un certo
numero di operazioni geometriche, chiamate trasformazioni, che traslano, ruotano e cambiano la
lunghezza del segmento primitivo.

In particolare, i seguenti cinquetipi di trasformazioni sono particolarmente importanti nelle
applicazioni: letraslazioni, i cambiamenti di scala, leriflessioni, le rotazioni ei 'tagli'.

1.Trasformazioni del piano

Consideriamo innanzitutto trasformazioni del piano. Il piano saraidentificato, mediante

I'introduzione di un sistemadi riferimento cartesiano, con lo spazio vettoriae R delle coppie

ordinate (X, Y) di numeri reali.
Letrasformazioni acui siamo interessati hanno la seguente proprieta: I'immagine di unarettae
ancora unaretta, oppure & un punto.

Rette...

Ricordiamo brevemente come possono essere rappresentate le rette nel piano:
1) mediante un'equazione cartesiana
ax+by+c=0
con a e b non entrambi nulli;
2) mediante equazioni parametriche: se P, = (p,, p,) € un punto del pianoev = (v,, V,) eun
vettore non nullo, laretta passante per P, e con direzione v € costituita dai punti
P(t) = ((x(t), y(t)) =(p, +tv,, p, +1V,)), a variare del parametro reaet
Si osservi che eliminando t dax(t) = p; +tv, ey(t) =p, + t v, si ottiene I'equazione
catesanaV, X =V, Y=V, P, —V; P, .
Dunque larettadi equazionea x + by + ¢ =0 havettore direzionev = (-b, a) (oppure
v =(b, —a)) evettorenormalen = (a, b): il prodotto scalare v.n s annulla.
L'angolo O tradueretter : ax+by+c=0er,:a x+b, y+c, =0 con direzioni
rispettivamentev = (b, a) ew = (-b;, a;) enormai n=(a, b) em=(a,, b,) edato dalla
formula
aa +bb;

V_W:|V||W|cos(e),dacui cos(0) = >
A @+ b’ m

Le rette quindi sono parallele se e solo sei prodotti scalari v. mew . nsi annullano, cioé se
ab, = a, b, mentre |e rette sono ortogonali se e solo sei prodotti scalari v. wen. msono
nulli, cioeaa, +bb, =0.

Trasformazioni affini del piano

1.1 Trasformazioni lineari
Innanzitutto si possono considerare le applicazioni lineari del piano in sg, cioele




trasformazioni T da R in R rappresentate da una matrice 2x2
v [ai, L 2}
1 B
Tedefinitada T(x, y) = (X, Y;),C0n X =a; ;X+a, ,y € y; =3, X+a,,V.
Si osservi che I'azione dell'applicazione T puo essere descritta mediante una

moltiplicazione di A adestra per il vettore col onna[ y } cioe

{ Xl:|:|:al,l a1,2:| [ X }

Y1 B1 FHof LY

come é solito fare nell'algebra lineare, oppure mediante una moltiplicazione asinistra
dellamatrice trasposta di A per il vettoreriga[x y]:

_ Q1 &,
[, Y] =[x Y]-[alz azj

come spesso avviene nel sistemi di computer algebra (come Maple) e nella
manipolazione delle primitive grafiche nel sistemi di computer grafica

1.2 Traslazioni

Unatraslazione e unatrasformazione T, del piano determinata da un vettore v, = (h, k).
0
SeP=(xYy), il puntotraslato T, (P) = P + v, hacoordinate (x,, y,) = (x+h,y+k). S
0

noti che seil vettore v, non & nullo, latraslazione non e un'applicazione lineare di R
Inoltre ogni traslazione e una trasformazione invertibile: latraslazione determinata dal
vettore opposto -V, riportaP + v, in P.

1.3 Trasformazioni affini
Una trasformazione affine del piano & un'applicazione ottenuta componendo

un‘applicazione lineare di R con una traslazione:
T=T, oL
0

con L applicazione lineare determinata da unamatrice A e v, = (h, k).
Tedefinitada T(x, y) =(xg,y;),con X, =a X+a, ,y+hey=a,,X+a,,y+k

In formamatriciale:
{leai,l au} [x}r[h} opore
Y1 Q, ol LY k

% Vil =[x y]&i szﬂh K]

Osservazione: Unatrasformazione affinetrasformaunarettar in unaretta
oppurein un punto

Siar ={P(t) =P, +tv, treale} larettaper P, con direzionev = (v, V,). Si ha
T(P(t)) =L(Py+tv) +v,eperlalinearita T(P(t)) = L(P,) +tL(Vv) +v,, cioe



T(P(t)) =T(Py) +tL(V).

a) selL(v) s annulla, T(r) eil punto T(P,).
A 0

v, 0} , dlora
l'immagine T(r) élaretta passante per il punto T(P,) e con direzioneil vettore L(Vv)

b) se L(v) non enullo, cioeil prodotto A { } non e il vettore [

Si osservi cheil caso a) si pud avere solo quando il determinante di A si annulla(in
tal caso s dice chelatrasformazione T € singolare). Seinveceil det(A) non e zero,
ogni retta viene trasformatain una retta.

Ad esempio, per letraslazioni € L = | (I'applicazione identica) e quindi |e traslazioni
sono trasformazioni non singolari.

1.4 Cambiamenti di scala
Un cambiamento di scala centrato nell'origine, con fattori di scala i numeri reali s, e,
e latrasformazione che applica un generico punto P = (X, y) nel punto T(P) = (X, y,),
con (X, ¥1) = (8%, S, Y).
T elineare, con matrice associata la matrice diagonale

|8 O
S(sx,sy){o SJ

Esempio
> restart:with(linalg):
> figura:=matrix([[21,1],[3,1],[2.8,2],[1.5,3],[1,1]]):
> di segno: =f->pl ot (convert(f,listlist),views[-6..6,-6..
6] , scal i ng=CONSTRAI NED, st yl e=LI NE) :
> di segno(figura);
S:=(sx,sy)->matrix(2,2,[[sx,0],[0,sy]]):
> S(2,0.5); questaélamatrice del cambiamento di scaladi fattori 2 rispetto a
x el/2rispetto ay
> trasforma: =(f, n->eval n(f & n) : lafunzione evalm serve afar
valutare aMapleil prodotto matriciale, denotato con &*
> fl:=trasforma(figura, S(2,0.5));
> di segno(f1l);
> di segni: =| ->pl ot s[ di spl ay] (map(di segno, |)): funzioneper
disegnare piu figure nello stesso grafico
| > disegni ({figura, f1});
Osservazione:
I cambiamenti di scala con fattori di scala non nulli sono invertibili, con
trasformazione inversa determinata da S(é %J
Osservazione: cambiamenti di scala centrati in un punto P,
Se P, = (Xy Yy) € un punto diverso dall'origine, il cambiamento di scala centrato in
P con fattori di scalas,, s, si ottiene componendo tre trasformazioni

\%




T, ToT
F’oo ° o

con T cambiamento di scala centrato nell'origine con fattori s, 5. Il punto di
coordinate X, y viene trasformato nel punto di coordinate X; =S, (X —X;) + X, ,
Y1 =5, (Y~ Yo) * Yo Dunque si ottiene ancora unatrasformazione affine:

0
[X, %] =[x Y]{Z( SJ"‘[XO(]-_SX) Yo(1-5)]

1.5 Riflessioni

Lariflessione R rispetto aunarettal del piano e latrasformazione che associaaun
generico punto P del piano il punto simmetrico rispetto alarettal, cioeil punto sulla
retta passante per P e ortogonale al che hadistanzadal uguae alladistanzadi P dal.
Natural mente applicando due volte lariflessione s ritornanel punto P, e quindi una
riflessione e latrasformazione inversa di se stessa.

Nel caso in cui | siaun'asse coordinato, lariflessione e lineare e si ottiene mediante le
matrici del cambiamento di scalaS(1, -1) e (-1, 1):

B 1 0 B -1 0
R)((X1 Y)—[X y] l:o _1j| € R/(X’ Y)—[X y] [0 1j|

Il caso generale verra discusso piu avanti, dopo I'introduzione delle coordinate
omogenee.

Esempio

[ > disegno(trasforma(figura, S(1,-1)));
1.6 Rotazioni
Unarotazione di un angolo 6 attorno al'origine € latrasformazione T che associaa
punto P di coordinate x, y il punto T(P) = (X, y;) punto finale del segmento che s
ottiene ruotando OP in senso antiorario attorno all'origine di un angolo di 6 radianti.
Usando coordinate polari r, @, si pud scrivere x =r cos(q), y = r sin(@), con r? = + y*
lunghezza di OP e @angolo tral'asse x positivo e il segmento OP. Dunque
(X, y;) =(rcos(p+0),rsin(p+0)), dacui
X, =1 cos(@) cos(0)-r sin(p) sin(B8) e 'y, =rsin(@)cos(B) +r cos(@) sin(0), cioe
X, =xcos(0)-ysin(8) e y,=ycos(0)+xsin(0)

Quindi larotazione attorno all'origine & un'applicazione lineare:

B cog(0) sin(0)
[X1 Y] =[x y]'[—sin(e) COS(G)}

Esempio
> Rot:=t->matrix(2,2,[cos(t),sin(t),-sin(t),cos(t)]):
{> di segno(trasforma(figura, Rot(Pi/2)));

Osservazione:

Ogni rotazione e invertibile: basta considerare la rotazione di angolo —6.
1.7 Tagli
Dato un numero reder e unadirezione nel piano, individuata daun vettorev = (v,, v,)
di lunghezza unitaria, il taglio con fattore r nella direzione v € unatrasformazione T che
fissai punti dellarettaper I'origine parallelaav e spostai punti lungo lerette paradlele a



v di una quantita proporzionale ala distanza della retta dall'origine.

Se P = (X%, y) eun generico punto del piano, larettal per P paralelaav ha equazione
cartesiana

V,X-v,;y+c=0
Il valore assoluto di c eladistanzadi | dall'origine, come si puo vedere intersecando |
con laretta per O ortogonale al, di equazioni parametrichex =tv,,y =-tv,. Il punto H

. , , : 22
di intersezione soddisfa v, tv, —v, t(-v;) +c=0,dacui t=-c(poichév, +v, =1)e
H=(-cv, cv,). Dunque

distanza(l,O)=«/(—cv2)2+(cv1)2, che éil valore assoluto |c|
Il taglio T trasformail punto P nel punto P, =P +r ¢ v, che & ancora appartenente alla
rettal. Le coordinate di T(P) = P, sono(X;, y;) = (X, y) +r (=v, x+ Vv, y) (v, Vv,) €
quindi T & unatrasformazione lineare (e quindi affine):
2
[Xt Y] =[x Y]-ll fV21V2 i }
rv, 1+rv,v,
Esempio
Il taglio con fattore r nelladirezionev = (1, 0) dell'asse x e definito dalla matrice
Oy =y
> Sh:=(v,r)->matrix(2,2,[1-r*v[1] *v[2],-r*v[2] "2, r*v[1]
N2, 1+r*v[ 1] *v[ 2] ]) : Sh(v,r) denotalamatrice che definisce il taglio
(dal termine inglese 'shear’)
> Sh([1,0],r);
> di segno(trasforma([[0,0],[2,0],[2,2],[0,2],[0,0]], Sh(
. [1,0],1)));
> figura:=matrix([[1,1],[3,1],[1.8,2],[1.5,3],[1,1]]):
> f2:=trasforma(figura, Sh([2/sqgrt(5),1/sqrt(5)],3/2)):
| > disegni ({figura,f2});
Osservazione
Il taglio con fattore —r nelladirezione v riportail punto P, nel punto P. Dunque ogni
taglio e invertibile, con trasformazione inversa che e ancora un taglio.
1.8'Concatenazion€' di trasformazoni
Nella computer grafica, la composizione di trasformazioni viene anche chiamata
concatenazione. La composizione di due o piu trasformazioni affini € ancorauna
trasformazione affine. Infatti, seT:Tvoo L e S:Twoo M sono due trasformazioni

affini, conv, = (h, k) ew, = (I, m), LeM applicazioni lineari con matrici associate A e
B rispettivamente, allora

TSXY)=SoT(XY)=(X,Y,),
con [% Y]=[X% Yi].B+[l mle[x Y]=[x y].A+[h K]
Dunque [% Y,]=[x y].A".B'+[h Kk].B'+[l m]=[x y].
(BA) +[h Kk].B'+[I m]equindi SoT é&latrasformazione affine con componente
lineare associata @ prodotto delle matrici di M e L e componente di trasl azione associata



al vettore[ h, k] . B'+[1, m]. Si noti che allacomposizione So T (primaagisce T e poi
agisce S) corrispondeil prodotto delle matrici associate B A se le matrici agiscono sui

vettori colonna, mentre corrispondeil prodotto A' B' se le matrici agiscono sui vettori

riga. Questo suggerisce di usare la notazione 'da sinistraa destra per la concatenazione

di trasformazioni e la scritturadel vettori come righe. Vedremo poi come |'introduzione

delle coordinate omogenee consenta di rappresentare tutte le trasformazioni affini, anche

guelle non lineari, mediante matrici 3x3, in manieratale che alla concatenazione di

trasformazioni corrisponda sempreil prodotto di matrici.

Esempio

> figura:=matrix([[21,21],[3,1],[1.8,2],[1.5,3],[1,1]]):
> f3:=trasforma(figura, Rot (Pi/3)& S(2,1)):

| > disegni ({figura,f3});

> f4:=trasforma(figura, S(2,1)& Rot(Pi/3)):

| > disegni ({figura,f4});

Trasformazioni invertibili

Ogni trasformazione affine T=T, o L con L invertibile (cioe det(A) # 0) &
0

invertibile. Infatti le composizioni
(T, o oL ™oT,) e L ™oT,)o(T, oL)
0 0 0 0

sono I'applicazione identica, e quindi L( )oT_v elatrasformazione inversadi T.
0

Per quanto visto soprasi tratta ancoradi una trasformazione affine.
Esempio
> f4:=trasforma(figura, S(2,1)& Rot(Pi/3)):f5: =trasfo
{ rma(f4, Rot (-Pi/3)& S(1/2,1)):
> di segnho(f5);
[ >
1.9 Trasformazioni, lunghezze e aree
Letrasformazioni del piano che conservano le distanze trai punti sono dette isometrie
del piano. E' facile vedere che le traslazioni, leriflessioni e le rotazioni sono isometrie.
Ad esempio, se T elarotazione di un angolo 6, ladistanzatrai punti T(a, b) eT(c,d) e

laradice quadrata dellasomma (a, - cl)2 + (b, - dl)2 ,
dove [, by=ra b | X IO o e, dy=(e a1
[cos(e) sin(e)}
—sin(B) cos(0)
equindi [a,—-¢, b,—d]=[a-c b-d]. [f;i((%)) Soréig))} .
Dunque il quadrato della distanza & dato dal prodotto matriciale
fa-c b-d] [cos(e) sin(e)} [cos(e) —sin(e)} [a—c}
‘L-sin(B) cos(0)] Lsin(B) cos(B)] Lb-d
che coincide con (a - c)? + (b - d)? ladistanzatrai punti P = (a, b) eQ = (c, d).
Leisometrie lineari conservano ancheil prodotto scalare e quindi I'angolo trai vettori.
Inoltre ogni isometria trasforma una regione pianain unaregione di uguale area.



Quest'ultima proprieta e soddisfatta anche da altre trasformazioni affini, comei tagli.
Infatti e sufficiente che la matrice A associata alla parte lineare L della trasformazione
affineT=T, ol abbiadeterminante1 o -1:

0

seA:[i1 ﬂ i vettori v=[a, c] ew=[Db, d] sonoleimmagini dei vettori dellabase

canonica[ 1, 0] e[ 0, 1]. Il parallelogrammo definito davew haarea|v||w||sin(e)| il
cui quadrato &| v[?|wP (1 - cos(8)?) =|vP|wf -|v.w]=

(a®+c%) (b*+d?) - (ab+cd)?=(ad-bc)? cheeil quadrato del det(A). Quindi il
paralelogrammo haarea 1, come il quadrato definito dai vettori della base canonica, se
esolo se|det(A)| =1

Latraslazione naturalmente non cambial'area dellaregione. 1l segno del det(A) indica
I'orientazione del parallelogrammo immagine: se € positivo I'angolo 6 dav aw é positivo
(cioé w segue v in senso antiorario), atrimenti I'angolo e negativo. Usando il teorema di
Binet (det(A B) = det(A) det(B)) si puo facilmente vedere che I'immagine di un
gualunque parallelogrammo P haarea uguale a prodotto | det(A) | area(P).

Applicazione: costruzione di oggetti geometrici mediante'istanze'
Un oggetto geometrico viene creato unendo pit el ementi grafici (quadrati, rettangoli, etc), a
loro volta costruiti a partire dalle primitive grafiche. Per esempio, un quadrato di vertici (O, O
), (1,0), (1, 1), (0, 1) si puo ottenere dalla primitiva grafica segmento, definita comeil
segmento con estremi i punti (O, 0) e (1, 0), unendo quattro ‘istanze' di segmento, cioe
guattro copie della primitiva grafica alle quali vengono applicate una o piu trasformazioni
affini:
segmento := [[0,0],[1,0]]
sl ;= segmento

L1
S2:=Tpy o0 Rot[;}(segmento)

83 := T, 1;(segmento)

T
A= Rot(zj(segmento)
gquadrato :={sl, s2, s3, ¢4}



2. Coordinate omogenee e trasfor mazioni del piano



