=1 3. Coordinate omogenee e trasfor mazioni dello spazio

Passiamo ora a considerare le trasformazioni dello spazio tridimensionale. Lo spazio sara
identificato, mediante l'introduzione di un sistema di riferimento cartesiano, con lo spazio

vettoride R® delle terne ordinate (x, y, 2) di numeri reali.

=/ 3.1 Coordinate omogenee

Le coordinate omogenee dei punti dello spazio possono essere introdotte in maniera simile a
guanto visto nel caso del piano. Un punto di coordinate cartesiane (X, Y, z) ha coordinate
Y Z

X
omogenee una qualsiasi quaterna (X, Y, Z, W) di R taleche W # 0 VR vl vwik2

Dunque (X, Y, z, 1) e ogni suo multiplo (r x, r y, r z, r) sono coordinate omogenee dello stesso
punto (X, y, 2) dello spazio. Un 'punto’ con coordinate omogenee (non tutte nulle) (X, Y, Z, 0)
non corrisponde a un punto dello spazio tridimensionale, ma rappresenta un punto all'infinito
nella direzione del vettore tridimensionale (X, Y, Z). L'inseme costituito datutte le quaterne
non nulle (X, Y, Z, W), in cui due quaterne vengono identificate se sono una multiplo
dell'altra, formalo spazio proiettivo tridimensionale P°.

Esempio: le coordinate omogenee (5, -2, 1, 2) e (—10, 4, -2, —4) rappresentano o stesso

5 1
punto dello spazio di coordinate cartesiane[;, -1, E}

E 3.2 Trasformazioni dello spazio
Una trasformazone affine dello spazio € un'applicazione ottenuta componendo un'
applicazione lineare di R® con unatraslazione:
T=T, oL

con L applicazione lineare determinata da una matrice A di ordine 3 e v, = (h, k, |) un vettore
che definisce latraslazione T"o' Latraslazione trasformail punto di coordinate cartesiane (

X, Y, 2) nel punto (x+ h,y +k, z+1). T édefinitada T(x, Y, z) = (X, ¥, Z;), con

% Y1 z]l=[x y zZ.A+[h k 1]
In coordinate omogenee, I'equazione precedente S riscrive mediante un unico prodotto
meatriciale con una matrice 4x4:

Q1 Ao A3

0
&, 8, &z 0
[X, Y1 4 Wi=[X Y Z W]| = ' '
83, 83, 8353 0
h k I 1
Infatti, tale prodotto equivale a
X, Yy Z]=[X Y ZA+[hW kW IW] e W,=W
ciog, dividendo a sinistra per W, e adestraper W,

X, Y, Z, X Y 7
= — — — |A+[h k ].
W, W, W, W W W




| =| Tradazioni
Lamatrice di trasformazione &

1 00O
0100
T(h k)= 00 1 0
h k | 1

EEsempio:

[> with(linalg):

> T3d: =(x0, y0, zO)->natrix(4,4,[[21,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0
,1,0],[x0,y0,z0,1]]):

> trasforma: =(f, n->del col s(eval m(augnent (f, vector (rowd
im(f),1)&m,rowdim(m..rowdim(m):

[> trasforma([[X,Y,z]],T3d(h,k,1));

(>

B Cambiamenti di scala
Lamatrice corrispondente ai fattori di scalas,, s, s, €

s, 0 0 0
|losg 00
S(%,%,%)—OOSZO
0 001

Osservazione: in particolare, scegliendo fattori di scala 1,1 e -1, nell'ordine opportuno, s
ottengono le matrici che rappresentano le riflessioni rispetto ai piani coordinati Xy, X ze
yzZ

R,=S(-1,1,1),R,=1,-1,1), R, = (1, 1, -1)

E Esempio

> S3d: =(sx, sy,sz)->matrix(4,4,[[sx,0,0,0],[0,sy,0,0],[0O

,0,s2z,0],[0,0,0,1]]):
> trasforma([[Xx,Yy, z]],S3d(2,3,4));
>
B Rotazioni primarie

Nello spazio s possono considerare le rotazioni attorno a unaretta, chiamata asse di
rotazione. Le rotazioni primarie sono quelle attorno a un‘asse coordinato, con angolo di
rotazione positivo determinato dalla regola dellavite destrorsa’: una vite che punta nella
direzione positiva di un asse coordinato, avanza verso tale direzione quando I'angolo di

Tt
rotazione e positivo. Ad esempio, una rotazione di E) attorno all'assey portai punti

dell'asse z sull'asse x.
Le matrici che rappresentano le rotazioni primarie s ottengono facilmente dalla matrice
che rappresenta una rotazione nel piano:

1 0 0 0 cos(B) O -sn(B®) O

|0 cog(B) dn(B) O | O 1 0 0
ROLO) =15 _an(8) cos(®) of "%®) | dne) 0 cos(8) of
0 o 0 1 o o o0 1



cos(8) dn(B) O
Rot,(8) = —sn(;(e) cosée) (i
0

0 0

— O OO

BEsemplo
> Rotx:=t->matrix(4,4,[[1,0,0,0

,-sin(t),cos(t),0],[0,0,0,1]]
> Roty:=t->matrix(4,4,[[cos(t

, [0,cos(t),sin(t),0],[0
]
)
sin(t),0,cos(t),0],[0,0,0, 1]
)
]
i/

,0,-sin(t),0],[0,1,0,0], [
]
> Rotz:=t->matrix(4,4,[[cos(t
| (t),0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1
[ > Rotx(Pi/3);Roty(Pi); Rotz(P
[>
B Rotazione con asse arhitrario
Se l'asse di rotazione non € un asse coordinato, la rotazione puo essere ottenuta
trasformando I'asse di rotazione in uno degli assi coordinati, per esempio l'asse z,
applicando poi la rotazione primaria attorno al'asse z, e infine componendo con la
trasformazione che riporta |'asse z nell'asse di rotazione.
Si noti che per definire il verso dellarotazione attorno all'asse, € necessario fissare un
orientamento lungo I'asse di rotazione (esattamente come per gli ass coordinati). Questo
puo essere fatto scegliendo un vettore direzione per I'asse di rotazione.
Siadunque r I'asse di rotazione, passante per un punto Py = (X, ¥, Z,) € con direzione

in(t),0,0],[-sin(t), cos

1,
)
0
)
S
)
)

]
4

un vettorev = (v,, V,, V;) che possiamo supporre unitario: | v|2 = v12 + v22 + v32 =111
vettore v definisce un punto sulla sfera di raggiol centrata nell'origine. Sulla sferaé
possibile introdurre due coordinate sferiche, lalongitudine 6 e la colatitudine @, che
sono rispettivamente |'angolo tral'asse x e la proiezione ortogonale di v sul piano xy e
I'angolo tral'asse z el vettore v.



X

Laproiezione di v sul piano xy ha lunghezza sin( ) e dunque v, = sin( @) cos(8) e
v, =sin(@) sin(0). Inoltre v, = cos( ®).
La concatenazione
T(=Xo: ~Yo» =%) Rot,(~6) Rot,(-9)

trasforma l'asse r di rotazione nell'asse z, poiche portail punto P, nell'origine el vettore
direzione v nel vettore (0, O, 1). Per ottenere larotazione di un angolo a attorno allaretta
orientata r basta concatenare le seguenti trasformazioni

(%o ~Yor ~Z5) Rot,(-6) Rot,(~) Rot(a) Rot,(@) Rot,(8) T(Xy, Yor %)

Esempio: siar laretta passante per i punti P=(2,1,5) eQ=(4, 7, 2), orientata
secondo il vettore direzione Q — P = (2, 6, —3). Il vettore Q — P halunghezza 7 e quindi

2 6 3 3 2 o
V= 7 7 —7 . Dunque cos( @) :—7 esn(@) = (la colatitudine € compresa

2 6
7sn(@) ™% 7 dn(e)

tra 0 e 11, con seno positivo) e cos(0) = , Cioé

1

3
0) = ,SN(0) =——.
cos(0) o sin(8) o
Ematrice..

> theta:=arctan(3/sqgrt(10),1/sqrt(10)): phi:=arctan(2*sq
rt(10)/7,-3/7): lafunzione arctan con due

argomenti x,y calcolal'arcotangente di x/y e permette di controllare i segni delle

| funzioni seno e coseno

> m=sinplify(eval mM{T3d(-2,-1,-5)& Rotz(-theta)& Roty(-

phi ) & Rot z( al pha) & Rot y(phi ) & Rot z(t het a) & T3d(2, 1, 5)




L))

[>
Osservazione: gli angoli 6 e ¢ consentono di orientare facilmente un oggetto
tridimensionale (s veda ad esempio lafinestradei grafici 3d in Maple, dove e possibile
cambiare la direzione di vista modificando 6 e @).

Riflessione rispetto a un piano arbitrario
Un piano nello spazio ha un'equazione cartesana dellaformaax+by+cz+d=0, con
a, b, c non tutti nulli. Il vettore n = (a, b, ¢) € normale (cioé ortogonale) al piano.
L'equazione del piano Tt passante per il punto Py = (X, Yy, Z,) € con direzione normale (
a, b, ¢) edunque

a(X=x5) +b(y-y,) +c(z-z)=0.

Per ottenere lariflessione rispetto a piano 11, e sufficiente trasformare il piano in un piano
coordinato, ad esempio il piano xy. Si pud procedere come nella sezione precedente,
trasiando P, nell'origine e ruotando il vettore normale (a, b, ¢) con angoli 6 e ¢ in modo
darenderlo parallelo al'asse z Lariflessione e data quindi dalla concatenazione

T( _XO’ _yO’ _ZO) ROtz( _e) ROty( _(p) 8(1’ 1’ _1) ROty( (p) ROtz(e) T(XO’ yO’ ZO)
Esempio: consideriamo il piano 2x -y +2 z— 2 = 0, passante per il punto P, = (1, 0, 0)

2 5
. Il vettore normale n = (2, -1, 2) halunghezza 3 e quindi cos( @) = E sn(g) = ? C

o2 2 .o 1 1
o )_39n(¢)_£’sn( )= 3sn(¢) 45

matrice..
> theta: =arctan(-1/sqrt(5), 2/ sqrt(5)): phi:=arctan(sqgrt(
{ 5)/3,2/3):
> m=sinplify(eval m(T3d(-1, 0, 0) & Rot z(-t het a) & Rot y(-ph
{ )& S3d(1,1,-1)& Roty(phi)& Rotz(theta)& T3d(1,0,0)))

[>

!ﬂfiemp

> with(plottools):

> col ore: =[red, green, bl ue, white]:

> tetraedro: = proc(l) local i,Il; global faccia;
I'l:=convert(l,listlist):for i from1l to 4 do
facciali]:=pol ygon(subsop(i=NULL,!11), color=colore[i])
od; RETURN(convert (faccia, set)) end:

> di segno3d: =f - >pl ot s[ di spl ay] (f, scal i ng=CONSTRAI NED, axes
=NORMAL, | abel s=[ x, vy, z]):

r>t0:=[0,0,0],[2,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]:
> di segno3d(tetraedro(t0));




(> t1:=trasfor ma(t0, T3d(1,0,1)): tradazione
> di segno3d(tetraedro(t0) union tetraedro(tl));

> di segno3d(tetraedro(t0) union
tetraedro(trasforma(tl, S3d(2,2,1)))); cambiamento di scala




> di segno3d(tetraedro(t0) union

2T
tetraedro(trasforma(tO, Roty(2*Pi/3)))); rotazionedi?attorno

dl'assey

> di segno3d(tetraedro(t0) union
tetraedro(trasforma(tO, m)); riflessonerispetto a piano
2x-y+2z-2=0

10



>
3.3 Rette e piani in coor dinate omogenee

In coordinate cartesiane un piano ha un‘equazione dellaformaax+by+cz+d=0 (con

Y Z

X
a, b, ¢ non tutti nulli). In coordinate omogenee, sogtituendo x=—,y=—",z="——e
w w w

moltiplicando per W, s ottiene
aX+bY+cZ+dW=0.
Come per lerette del piano, possiamo considerare laquaternaN = (a, b, ¢, d) come vettore
delle coordinate omogenee del piano, e riscrivere I'equazione omogenea come prodotto
scalare (in RY)
P.N=0
conP =(X,Y, Z, W) vettore delle coordinate omogenee del punto.
Dati tre punti non alineeati P,, P,, P, I'unico piano che li contiene ha coordinate omogenee
N = (a, b, c, d) che soddisfano le tre condizioni di ortogonalita
P,.N=0, P,.N=0, P;.N=0
Un vettore N con queste proprieta pud essere ottenuto sviluppando rispetto ala primarigail

seguente determinante:
& & & §
X, Y, Z, W
N = det 1 1 1 1
XZ Y2 ZZ WZ

x3 Y3 Z3 W3
dove{e, e, e, e,} elabasecanonicadi R* e, =(1,0,0,0),e,=(0,1,0,0),
e,=(0,0,1,0),e,=(0,0,0, 1). Infatti le 4 componenti a, b, ¢, d del vettore cosi ottenuto
sono i complementi algebrici ottenuti dalla primariga; sviluppando ancora rispetto alla prima
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rigail determinante (nullo!)

X, Y, Z, W,
X, Y, Z, W
d et 1 1 1 1
X2 Y2 ZZ W2
X3 Y3 Z3 W3

shaX,a+Y,b+Z c+W,d=0, cioélaprimacondizione P, . N = 0. Analogamente si
ottengono P, . N=0e P, . N =0 prendendo matrici con primariga P, o P,. Possamo
esprimere quanto ottenuto dicendo che il piano cercato ha equazione

XY Z W
et il il il wl 0
2 2 2 2
X3 Y3 Z3 W3
Esempio: il piano passante per i punti A=(5,4,2),B=(-1,7,3),C=(2,-2,9) ha
eguazione omogenea
X Y zZ W
5 4 2 1||_
“y 7 3 1|70
2 2 9 1

Cioé27 X+39Y+45Z-381 W =0 ein coordinate cartesiane 27 x+ 39y +45z-381=0.

In maniera analoga s possono ottenere le coordinate omogenee del punto di intersezione di 3
piani di coordinate omogenee N,, N,, N;, che devono soddisfare le condizioni
P.N,=0, P.N,=0, P.N,;=0

Per le rette nello spazio € ancora possibile introdurre coordinate omogenee, main maniera
pit complicata e adoperando 6 coordinate omogenee. Si osservi chei punti dellaretta
passante per i punti di coordinate omogenee P = (X, Y;, Z;, W;) eQ =(X,, Y,, Z,, W,)
hanno coordinate omogenee della forma

aP+BQ, conaef parametri redli.
Infatti, dalle equazioni parametriche

X=X +1(%=%), Y=Y, +t (Y, = Y1), 2=2 +1t (2, - 7)),

a
sostituendo t = P equindil-t= , 3 ottiene
o+ o+

X_O‘X1+[3X2 _O‘Y1+I3Y2 Z_O‘Z:L"'Bzz
T a+p Y= a+B T a+p

e quindi

(a+B) (XY, 2 1) =0 (X, 1,2, 1) +B (X ¥ 2, 1)
ed essendo le coordinate omogenee, anche (X, Y, Z, W) =a P+ Q.

12



